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Anwendung der Theorie 
der Differentialinvarianten auf die Untersuchung 
der algebraischen Integrirbarkeit der linearen 
homogenen Difterentialgleichungen. 
(Von Herrn @. Wallenberg.) 


Einleitung. 


In der vorliegenden Abhandlung soll die algebraische Integrirbarkeit 
der linearen homogenen Differentialgleichungen mit Hülfe der Differential- 
invarianten untersucht werden. Wir stellen daher in der Einleitung zunächst 
den Begriff der Differentialinvarianten fest, welche sich für die gesammte 
Theorie der Differentialgleiehungen, insbesondere der linearen homogenen 
von der grössten Bedeutung erwiesen haben, und geben eine kurze historische 
Uebersicht über dieses Gebiet, das erst in neuerer Zeit eingehender eultivirt 
worden ist, aber wegen der Fruchtbarkeit und Eleganz seiner Resultate die 
Beachtung aller Mathematiker in hohem Masse verdient. 

Es möge eine Differentialgleichung 

n a 4 n—? 
in welcher die Coefficienten p, Funetionen von x sind, durch die Substitution 
y-=0+ | 
transformirt werden, in welcher o eine Function von & ist, während » die 
Function einer neuen Veränderlichen z bedeutet, die ebenfalls eine Function 
von x ist (s=y(x)); wird g durch die Differentialgleichung 


ER n—1l z' 
0 2 2 
bestimmt, so lautet die transformirte Differentialgleichung: 
d"v n(n—]1) d"-°p | dv | 
(IH) de" Tr 2 er TO TRITT vs 


in welcher die g; Funetionen von z bedeuten. 
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Lässt sich nun aus den Coeffieienten p, und deren Ableitungen ein 
rationaler Ausdruck a, derart bilden, dass, wenn der entsprechende Ausdruck 
in den q, mit «, bezeichnet wird, 


ist, so nennt man a, eine relative Differentialinvariante vom Gewicht r; die 
Invarianten vom Gewicht 0 heissen absolute Invarianten. Man wählt die 
Differentialgleichung (l.) in dieser des zweiten Gliedes beraubten Form, 
auf welche sie ja stets durch eine bekannte Transformation gebracht werden 
kann, weil dadurch die Bildung der Differentialinvarianten ungemein er- 


leichtert wird. — Um die Differentialinvarianten einer vollständigen Diffe- 
rentialgleichung 
n n—1 
A.) 4 Ze tn 0 
zu finden, bringe man dieselbe zunächst durch die Substitution 
id — (sau 
u = e Yy=uy 


auf die Form (1.)*). Die gesuchten Invarianten treten bei der Trans- 
formation 


= y(@) 
auf, durch welche gleichzeitig die abhängige und die unabhängige Variable 
geändert wird und die Differentialgleichung (I.) in (IL) übergeht. Die 
Differentialgleichung (II.) kann dann noch durch die Substitution 


Sad: 


n 


v=e . = V.W 


in eine Differentialgleichung 


d’ın drin 


’/D\N\ 
B.) da" + H da"—i 


dw 
Het te = 0 


mit vorgeschriebenem 4, transformirt werden. Die Differentialgleichung (A.) 
geht demnach in (B.) durch die Transformation 
u= uov.w = 0.W 
über. 
*) Es ist leicht ersichtlich, dass die Ausdrücke der p,; in den p; und deren Ablei- 


tungen für alle Transformationen u = x(x).t, bei welchen die unabhängige Variable un- 
verändert bleibt, invariant sind. 


























Wallenberg, Anwendung der Theorie der Differentialinvarianten. 


Der erste, welcher den Begriff der Differentialinvariante klar erfasst 
und wirklich aufgestellt hat, ist Zaguerre; dieser hat im Jahre 1879 in den 
Comptes kendus zwei kleine Arbeiten darüber veröffentlicht*), welche sich 
hauptsächlich auf Differentialgleichungen dritter Ordnung beziehen. In dem- 
selben Jahre dehnte Brioschi in einem an Laguerre gerichteten Briefe **) 
diese Untersuchungen auf die Differentialgleichungen vierter Ordnung aus. 
Allerdings ist, wie Harley***) nachweist, Cochle bereits im Jahre 18687) 
dem Gedanken der Differentialinvariante sehr nahe gekommen; er nennt 
die in der unten angegebenen Arbeit zuerst für Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung aufgestellten Ausdrücke, welche bei einer "Transformation 
der abhängigen Variabeln ungeändert bleiben, „eritieoids“, In einer späteren 
im Jahre 1876 erschienenen Arbeitfr) betrachtet Cockle für die linearen 
Differentialgleichungen dritter Ordnung zwei Systeme von Critieoiden, welche 
bei einer "Transformation der abhängigen bzw. der unabhängigen Variablen 
ungeändert bleiben; es fehlte also nur noch der Schritt zur Auistellung von 
Ausdrücken, die bei gleichzeitiger Transformation der beiden Veränderlichen 
invariante Eigenschaften besitzentTY). 

Einen grossen Fortschritt auf dem Gebiete der Differentialinvarianten 
bezeichnet die umfangreiche von der französischen Akademie preisgekrönte 
Arbeit von Halphen“r), welche im Jahre 1882 veröffentlicht wurde. Die 
in dieser Arbeit enthaltenen allgemeinen Untersuchungen über Differential- 
invarianten befinden sich im dritten Kapitel: Malphen weist dort zunächst 


*) Comptes Rendus, t. 88, p. 116—119 (20. Januar) „Sur les equations differentielles 
lineaires du troisieme ordre* und p. 224—227 (3. Februar) „Sur quelques invariants des 
equations differentielles“. 

**) „Sur les equations differentielles lineaires“, Bulletin de la societe mathematique 
de France, t. VII, p. 105—108 (Extrait d’une lettre a M. Laguerre), 11. April 1879. 

**#) „Prof. Malet’s classes of invariants identified with Sir James Cockle's criticoids“, 
Roy. Soc. Proc., vol. 38, (1884), p. 44—57; daselbst findet man auch eine genaue An- 
gabe der Abhandlungen von Cockle. 

T) „On the integration of differential equations“, Educ. Times, IX, p. 105—112. 

TT) „On linear differential equations of the third order,“ Quarterly Journal of pure 
and applied Mathematics, vol. XIV, p. 340—553. 

Trr) Solche Ausdrücke, welche bei der Transformation nur einer Variablen invariante 
Eigenschaften zeigen, heissen jetzt Semüinvarianten. 

*f) „Memoire sur la reduction des @quations differentielles lineaires aux formes 
integrables“, Memoires des Savants Etrangers, vol. 28 (1883/84), No. 1, p. 301. (Grand 


Prix des Sciences Mathematiques, annee 1880; veröffentlicht 1582). 


j * 
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die Identität der Invarianten von Laguerre und Brioschi mit gewissen von 
ihm selbst bereits im Juli 1878 gefundenen Functionen nach*); darauf 
begründet er die Existenz der Differentialinvarianten a priori, indem er sie 
aus der Existenz von Invarianten der homogenen zwischen den Integralen 
der Differentialgleichung bestehenden Relationen ableitet; er zeigt ferner, 
dass die absoluten Invarianten sich stets als Quotienten relativer Invarianten 
von demselben Gewichte**) darstellen lassen und dass die letzteren in Be- 
zug auf das Gewicht ihrer Terme homogen sind. Er giebt dann eine all- 
gemeine Methode für die Bildung der Invarianten durch Verbindung der 
allgemeinen linearen homogenen Differentialgleichung mit einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung an, stellt die Fundamentalinvariante 
vom Gewicht 3 wirklich auf und beweist, dass ihre Form für die linearen 
Difterentialgleichungen jeder beliebigen Ordnung erhalten bleibt. Ausser 
dieser und der Fundamentalinvariante vom Gewicht 4 für die Differential- 
gleichungen vierter Ordnung werden aber keine anderen Invarianten wirk- 
lich berechnet, sondern lediglich Anwendungen der erhaltenen Resultate ge- 
geben. In einer zweiten Arbeit*”*) stellt Halphen für die Differential- 
gleichungen vierter Ordnung zwar eine zahllose Menge neuer Invarianten 
auf; die Resultate werden aber dadurch, dass dies nicht nach einem be- 
stimmten Prineip geschieht, etwas unklar und unübersichtlich; auch diese 
Arbeit enthält zahlreiche Anwendungen der Difterentialinvarianten, welche 
sich besonders auf solche Differentialgleichungen vierter Ordnung beziehen, 
deren Coeffieienten doppeltperiodische Funetionen sind. 

Um die formale Seite der Theorie der Differentialinvarianten, d.h. 
um die wirkliche Berechnung derselben, hat sich besonders Forsythf) ver- 
verdient gemacht; insbesondere gebührt ihm das Verdienst, zuerst für die 
allgemeine lineare homogene Differentialgleichung die Invarianten von höherem 


*) These pour le doctorat: „Sur les invariants differentiels“, Paris, 1878. 
d" Pin 


En: dieselbe stimmt, 
dX 


**) Halphen nennt die Zahl m-+n das Gewicht des Gliedes 


wie man sich leicht überzeugt, mit der von uns (S. 2) „Gewicht“ genannten Zahl überein. 
***) Sur les invariants des &quations differentielles lineaires du quatrieme ordre“, 
Acta Mathematica, Band III, p. 325—380 (1885). 

7) „Invariants, covariants and quotient-derivatives associated with linear differential 
equations“, Philosophical Transactions, vol. 179 (1888), p. 377—489. Die Einleitung 
dieser Arbeit enthält eine vortreffliche historische Uebersicht über das Gebiet der Diffe- 
rentialinvarianten, welche ich zum Theil benutzt habe. 
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als dem dritten Gewicht (und zwar bis zum siebenten) wirklich berechnet 
zu haben. Von seinen Resultaten heben wir für unseren Zweck das fol- 
gende hervor*): In einer Differentialgleichung »ter Ordnung (1.) giebt es 
für jeden ‘(dem Gewicht entsprechenden) Index von 3 bis » eine einzige 
nicht zusammengesetzte „lineare“ unabhängige Invariante, also im ganzen 
n— 2 lineare Invarianten; jede derselben besteht aus zwei T'heilen: 

a) einem Theile, welcher linear in den Coefficienten p, der Differen- 
tialgleichung (IL) und deren Ableitungen ist, wobei jedes Glied dasselbe 
(sewicht („dimension-number“) besitzt: 

b) einem Theile, welcher in Bezug auf diese Grössen vom zweiten 
oder höheren Grade ist, wobei jedes Glied ebenfalls dasselbe Gewicht hat 
und entweder p, oder eine Ableitung von p, als Factor enthält. 

Forsyth macht noch die interessante Bemerkung, dass der lineare 
Theil dieser Invarianten von der Ordnung der Differentialgleichung unab- 
hängig ist, also für alle Differentialgleichungen erhalten bleibt; daher kommt 
es auch, dass die Invariante vom Gewicht 3, die »ur aus einem linearen 
Theil besteht, sich für die Differentialgleichungen jeder beliebigen Ordnung 
erhält. Den Namen „lineare Invarianten“ wählt Forsyth aus folgendem 
Grunde: Durch die Auflösung einer gewissen Differentialgleichung zwischen 
den beiden unabhängigen Veränderlichen kann die ursprüngliche Differential- 
gleichung auf eine „kanonische“ Form gebracht werden, in welcher nicht 
nur p,, sondern auch p, verschwindet**). Für die Differentialgleichung in 
ihrer kanonischen Form verschwindet daher der zicht lineare Theil der 
Differentialinvarianten, so dass dieselben wirklich „linear“ sind. Durch diese 
Reduction auf die kanonische Form gelingt es Forsyth auch, den allgemeinen 
Ausdruck der linearen Differentialinvariante aufzustellen, d. h. nieht nur die 
Form, sondern auch die numerischen Coefficienten ***). 
Invarianten leitet Forsyth noch andere ab, von denen wir die „Quadrin- 


Aus den linearen 


*) ]. c. p. 402. 
**) Dies Resultat ist bereits von Cockle in der oben eitirten Arbeit vom Jahre 1876, 
p. 346 für die Differentialgleichungen dritter Ordnung, von Laguerre (C. R., t. 58, 


(1579), p. 226) für die allgemeine Differentialgleichung gefunden worden. — Setzt man 
z' 0' i nn | d’0 3 
7 = —2-—-, so lautet die aufzulösende Differentialgleichung: — | p,0 = 0 
nd 0 n n+1 
***) Für die Differentialgleichung 
d”u . n! du 
az We -=VQV 
dr ,= rl(n—r)! da" 




















» 
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varlants“ hervorheben (efr. p. 9); der übrige Theil der umfangreichen Ar- 
beit dieses Autors ist für uns nicht von wesentlicher Bedeutung. 

An die Arbeit von Forsyth schliesst sich eng diejenige von Brioschi 
aus dem Jahre 1890*) an: Brioschi bringt die von Forsyth berechneten In- 
varlanten in eine etwas elegantere Form und giebt den Ausdruck des 
linearen Theiles der allgemeinen Differentialinvariante für die nicht kano- 
nische Form der Differentialgleichung (1). Da nach Obigem durch die 
Transformation auf die kanonische Form die funetionale Beziehung zwischen 
den beiden unabhängigen Veränderlichen bereits festgelegt ist, unsere Unter- 
suchungen aber in dieser Beziehung freie Wahl erfordern, so schliessen 
wir uns im Folgenden der Bezeichnungsweise Brioschis an. — Ferner giebt 
Brioschi eine Methode an, den »öcht linearen Theil der Differentialinvarianten 
zu berechnen, indem er ähnlich wie Halphen eine lineare homogene Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung zu Hülfe nimmt, und leitet daraus einige 
bemerkenswerthe Resultate ab (efr. p. 15 und p. 36); sodann setzt er aus 
zwei Invarianten a, und a, eine neue a,, zusammen (efr. p. 8); den Schluss 
dieser Arbeit endlich bilden Anwendungen der Invariantentheorie auf lineare 
homogene Differentialgleichungen dritter, vierter und fünfter Ordnung mit 
homogenen, und zwar hauptsächlich quadratischen Relationen zwischen 
ihren Inteeralen. Um diese historische Uebersicht über das Gebiet der 
Differentialinvarianten zu vervollständigen, seien u. a. noch die Arbeiten von 
Malet**) (1882) und von David***) (1884) genannt, die wir, da sie nicht 
wesentlich Neues enthalten, bei der Darlegung des Entwickelungsganges 
dieser Diseiplin übergangen haben. Neuerdings hat Herr Stäckely) gezeigt, 
dass die hier angewendeten Transformationen die einzigen sind, welche eine 


dio = ® ; Me a ge ET Tg ges 


2.3...r(20—3)(20—4)...(20—-r—1) 


%,(z) ist in der That von der Ordnung » der Differentialgleichung unabhängig. 


lautet die lineare Differentialinvariante vom Gewicht 0 (o=35,..., n): 
r=0—)3 “% e(,_, 
6,6) = +40 3 (1a, 
ya zZ 
_ (0-1)(0—2)*(0—-3)°...(o—r+1)’(o—r) | 


*) „Les invarlants des equations differentielles lineaires*, Acta Mathematica, 
Band 14, p. 233—248. 

**) „On a class of invariants“, Phil. Trans., vol. 173, (1882), p. 751—776. 

“*) „Sur une transformation de l’equation differentielle lineaire d’un ordre quel- 
conque“, Bullet. de la Soc. Math. de France, t. XII, p. 36—42. 
T) Dieses Journal, Bd. 111 (1893), p. 290—302. 
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lineare homogene Differentialgleichung höherer als erster Ordnung in eine 
eben solche überführen, und dadurch der T'heorie der Differentialinvarianten 
eine feste Basis geben. Forsyth, Sylvester, Elliot u. a. haben auch invariante 
bzw. covariante Gebilde anderer Art als die hier angegebenen betrachtet; 
dieselben sind aber für uns von geringerer Wichtigkeit. Die Literatur dar- 
über findet man in dem „Bericht über den gegenwärtigen Stand der In- 
variantentheorie“ von Franz Meyer (Jahresbericht der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung I, p. 230 sqq.). 


81. 

Die Arbeiten von Forsyth und Brioschi setzen uns nun in den Stand. 
ein Problem aus der T'heorie der linearen homogenen Differentialgleichungen 
allgemein zu lösen, welches zuerst von Herrn Fuchs*) für die dritte Ord- 
nung 


Oo) 
löst worden ist. Dieses Problem besteht in der Untersuchung derjenigen 


sodann von Herrn Ludwig Schlesinger”*) für die vierte Ordnung ge- 
linearen homogenen Differentialgleichungen zter Ordnung, deren Funda- 
mentalintegrale a—2 homogenen Relationen höheren als ersten Grades ge- 
nügen, und zwar handelt es sich dabei hauptsächlich um die Frage der 
algebraischen Integrirbarkeit. Dasselbe Problem haben von ganz anderem 
Gesichtspunkte aus, unter strieter Benutzung der Differentialinvarianten die 
Herren Lipm. Schlesinger***) und M. Meyer‘) in ihren Dissertationen für 
den dritten bzw. vierten Grad behandelt. Ich schliesse mich bei der Be- 





handlung des allgemeinen Problems der letzteren Methode anfr). 

Herr Brioschi nimmt in seiner oben eitirten Arbeit vom Jahre 1890 
| das, wie in der Einleitung hervorgehoben, bereits von Forsyth gefundene 
Resultat auf, dass für jede homogene lineare Differentialgleichung zter Ord- 
nung (l.) a—2 fundamentale Differentialinvarianten existiren: er nennt die- 





selben a;, a, ..., a,; dabei giebt der Index gleichzeitig das Gewicht der 
betreffenden relativen Invariante an. Die sieben ersten ebenfalls bereits 


*) Acta Mathematica, Band I, p. 321—362 (1882.) 
**) Inauguraldissertation, Berlin, 1587. 

**#) Inauguraldissertation, Berlin, 1888. 

7) Inauguraldissertation, Berlin, 1893. 

TT) Die Paragraphen I und II enthalten naturgemäss eine direete Erweiterung der 
von den Herren Lipm. Schlesinger und Meyer aufgestellten Sätze; die Schwierigkeit liegt 
in der Gruppirung und Behandlung der Ausnahmefälle. 
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von Forsyth berechneten Differentialinvarianten lauten in der Brioschischen 
;ezeichnungsweise *): 


> 


u a: Wer 


ir a re 
= p-2pt+-p- 7 P 


BR I; 
) n+1 f 
5 n 15 „ ) rs 10 in-+15 
= B-59+ 8 -—-m -— — pa, 
2 P4t { P; ( { De 


; 10 MM .) rm #) IV - 3n-+7 


Er U; Ps —-?Ps r 2 "Pa Ei 3 P3 + 14 P: n+1 -P,Ad, 
(4) “ IAn? 
in+S NE 3 35n’+112n+93 , 
14a +1) PP: 5) 7 „+i% Pr 
"R Ki RE TE u, 7 v 
BETON RT PUT TE ET 
21 11n-+31 9 385n?+1728n+1919 , 
Er - Pd, — —5 7 Er P:4; 
1 na+l 22 (n+1) 
Bn+4 


(10a; —35p:a,+31p; a,). 





1i(n+1) 
So besteht jede Invariante a, aus einem linearen und einem nicht linearen 
Theile; der lineare Theil von a, lautet: 
=,A,, [» ns Ba re "Pr mer 
2(2 (r— 

wo 

} (r—2s—2)(r—2s—1)’(r—2s) A 
+ 4ls+1)(2s+1)(r—s—1)(2r—2s—3) ° "* 
ist. Jedes Glied des nicht linearen T'heiles der Differentialinvariante ent- 
hält nach dem in der Einleitung angeführten 'T'heoreme Forsyths als Factor 
eine Potenz von p, oder einer Ableitung von p,, und alle diese Invarianten 
sind in Bezug auf das Gewicht homogen. — Ferner lehrt Herr Brioschi*”), 
wie man aus je zweien solcher Differentialinvarianten a, und a, eine neue 
Invariante a,, vom Gewichte r+s-+2 ableiten kann, nämlich: 


As=l, A 


12rs 2r+1)(2s+1 + wm »  s(2s+1 " 
a,>=- 90,0, TIRer 4.0, — — .; ) q,.0‘ — C - ad. 
n+-1 r+s+l r+s-+]1l r+s+1 
Setzt man hierin r = s, so erhält man eine Invariante a,, vom Gewichte 2r+2: 
A u 12r? p a-+(2r+1)a—2ra a 
a TER Lz 
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Dividirt man diese durch a}, so resultirt eine Invariante vom Gewichte 2, 
die ich mit 5, bezeichnen will *): 


& ; 12r? Fu a 
b.=—- y, (2r+1)( -) —2r Bi 
a? n--1 dit a, a, 
Es leuchtet ein, dass die Invariante 5, ihren Sinn verliert, wenn «a, ver- 
schwindet. Man erhält diese Invariante auch direet aus a.. indem man 


aus der Gleichung 


zZ; 


durch zweimalige logarithmische Differentiation die Werthe von —,- und 


Pr 


mn ° " 
— bildet und dieselben in die zwischen p, und g, bestehende Gleichung**): 
m 

‚ ‚2 BE a rl 

(2.) ji 08 [=( z )- z | 
einsetzt ***), 


Wir haben so für die Differentialgleichung (I.) 2(n—2) = 2n—4 In- 
varianten gewonnen, die a—2 Fundamentalinvarianten a, vom Gewichte r 
(r=3,4,...,n) und die »a—2 abgeleiteten Invarianten b,, die sämmtlich 
vom Gewichte 2 sind; die Invarianten a, und 5, sind für alle aus (l.) durch 
y=0.0, z3=w(x) transformirten Differentialgleichungen gleichzeitig Null 
oder von Null verschieden. — Diese Invarianten nun reichen zur Behand- 
lung des Problemes, welches wir im Auge haben, vollständig aus. — 

Die Ausdrücke 

a’ JuL RE 5 
(3.) 2 (=: ) 


sind absolute Invarianten, ebenso die Ausdrücke 


(4) — Fan 
b. 
Aus den Gleichungen 
o a, a, 
5) u. 
3 a} a? 
(6) = 


*) Die entsprechende Invariante der transformirten Differentialgleichung möge 
ß, genannt werden. 

**) Brioschi, ]. c. p. 233, 234. 

=) Vergl. Forsyth, ]. c. p. 407 (Quadrinvariants). 
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ergiebt sich daher, wenn auch nur in einer derselben nieht jede Seite für 
sich einen eonstanten Werth hat (wozu auch die Werthe O0 und © zu 
rechnen sind), eine algebraische Beziehung zwischen z und x, den unab- 
hängigen Variabeln der transformirten und der ursprünglichen Differential- 
gleichung, vorausgesetzt, dass beide algebraische Coeffieienten besitzen *). 
Eine genauere Fixirung derjenigen Ausnahmefälle, in denen sich keine 
algebraische Beziehung zwischen z und x ergiebt, folgt später in $ Ill. — 
Führt man noch die aus (3.) und (4.) durch logarithmische Differentiation 
entstehenden relativen Invarianten vom Gewichte 1 


a a; a; 

(1. Bee m d 

\ ) FR r kl 
und 

s a. b'. 

(8. ie. 00 A 

T ) A; b, fi 


ein, welche wieder mit den entsprechenden der transformirten Differential- 
gleichung gleichzeitig verschwinden oder von Null verschieden sind, so 
kann man folgenden Satz aussprechen: 

„Wenn eine Differentialgleichung (A.)**) mit algebraischen Coeffi- 
cienten, für welche nicht alle Invarianten d,, und f, identisch verschwinden 
bzw. ihren Sinn verlieren, durch die Substitution 

3 = uv(r), 
u = 0(2).w 
in eine Differentialgleichung (B.) mit ebenfalls algebraischen Coefficienten 
übergeht, so ist die Transformationsfunetion w(z) eine algebraische Func- 
tion von x.“ 
Da o(z) die Form hat: 


on [mar — ot N ve) dx - Sn: 
o(z)=e ' > 


; = -- Spar < Saw (ar 
- Wo Te Ten | 
so ergiebt sich weiter: 


a ie a; Dh * RR 
*) Die absoluten Invarianten —- und besonders aufzuführen, ist unnöthig: 
b, I 


denn, wie man sich leicht überzeugt, haben auch diese constante Werthe, wenn das bei 
allen Invarianten (3.) und (4.) der Fall ist: ferner sind aus der obigen Reihe der abso- 
luten Invarianten auch diejenigen fortzulassen, welche ihren Sinn verlieren (vgl. p. 9), 


z.B. hat ——- keinen Sinn, w 'erschwinde 
2. b. hat keinen Sınn, wenn a, verschwindet. 
b, 


I 


”) Vol. Einleitung, P- =. 


EI Ta te ar 





2: derer 











a nee 
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„Sind die Integrale einer Differentialgleiehung (A.), für welche nicht 
alle Invarianten d,, und f, identisch verschwinden bzw, ihren Sinn verlieren, 
sämmtlich algebraisch und geht dieselbe durch die Substitution 

3 = v(e), 

u = 0(2).w 
in eine Differentialgleichung (B.) mit algebraischen Coeffieienten über, so 
unterscheiden sich die Integrale der Differentialgleichung (B.) von alge- 
braischen Funetionen nur durch einen allen gemeinsamen Factor, dessen 
logarithmische Ableitung selber eine algebraische Funetion von x ist.“ 

Dieser Factor o(z) kann auch in folgender Form geschrieben werden: 


n—] 1 1 fr 12 


A u ce RER 
worin / die Fundamentaldeterminante eines Systemes von Integralen der 
Differentialgleicehung (A.) bedeutet. Da w und / algebraische Functionen 
von x sind, so lautet der Bestandtheil von o, welcher nicht algebraisch zu 
sein braucht: 
1 7 r 


Be 
Ist also noch q,(z) die logarithmische Ableitung einer algebraischen Function, 
so ist o(xz) selber eine algebraische Funetion von x, folglich auch von z. 
In diesem Falle sind daher die Integrale der Differentialgleichung (B.) 
algebraisch in z. 


su. 
\ A) .. . 4 N . 
a) Es möge zwischen den » monogenen Funetionen Yı, Yar +++, Yu 
der Variablen x das irreductible System von »—2 homogenen Relationen 


höheren als ersten Grades mit eonstanten Coeffieienten bestehen: 
\ 72 . 9 ‚ 
(1.) «Yıs Yan ++ Yu) = V a nr 
Setzt man 
Y; 
Y — U, ( . Kran "), 
Y, | 


so sind die Grössen Y;. Yy, ..., y, durch die Gleichungen (1.) als algebraische 


Funetionen von Y, bestimmt: 
(2.) y, = h,(Y;) G=3,3..,W% 
ös möge ferner dasselbe Gleichungssystem (1.) noch durch » andere Func- 


)%* 
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tionen Y,, Ya, ..., Y, der Variablen z befriedigt werden, sodass sich, wenn 
man analog 


r 


4 Hi „), (=2,3,...,n) 


1 


setzt, die Grössen W);, ..., 9, als dieselben algebraischen Funetionen von 
Y), ergeben: 


(3.) N, = h,():) l=3,..,n), 
Es sei nun: 

(4.) y = g(®) erg 
und 

(4*,) Y), = @;(z) Ü=233,..n), 


Verbindet man dann die beiden unabhängigen Veränderlichen x und z durch 
die Relation 


ww 


In \ f, PISEN Y 
(9.) g.() = @,(2), 
woraus sich 


(5*,) z = (3) 
oder 

m #% 

at 3 = v(e) 


ergeben möge, derart, dass identisch 
Bee [.\ 
9:(P(2)) = G,(2) 


9.2) = M(lvee)) 
ist, oder, wie man es auch ausdrücken kann, y, und 9), durch die Substi- 
tution (5*.) bzw. (5**,) in einander übergehen: so gehen infolge der Glei- 
chungen (2.) und (3.) gleichzeitig auch Y;, ..., y,. und W,, ..., 9. be- 


und 


ziehentlich in einander über. Die » Functionen %,, Y%, ..., 9, der Veränder- 
lichen = unterscheiden sich daher, wenn man sie durch die Substitution (5*.) 
transformirt, als Funetionen der Veränderlichen z aufgefasst, von den Fune- 
tionen Y,, Y:, ..., Y, der Variablen 3 nur durch den allen gemeinsamen 
F J 


actor -V-, der als Funetion von 3 oder x angesehen werden kann. Be- 


I 


, « 


trachtet man also Yı, %, ».-, 9, und Y,, Y;, ..., Y, als Fundamentalintegrale 
zweier linearen homogenen Differentialgleichungen »ter Ordnung (y, x) und 
v,z)”), so kann man folgenden Satz aussprechen: 


*) (y, x) bedeutet: unabhängige Veränderliche x, abhängige Veränderliche y. 


ek van PEEES 





Be a 77 
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„Wenn zwischen den Fundamentalintegralen zweier homogenen linearen 
Differentialgleichungen zter Ordnung (y, x) und (e, 3) dasselbe irreduetible 
System »--2 homogener Relationen besteht*), so lassen sich diese Diffe- 
rentialgleichungen durch eine Substitution 

3 = v(e), 
y= o(r).v 
in einander überführen.‘ 

b) Es möge nunmehr zwischen den » Integralen eines Fundamental- 
systemes einer linearen homogenen Differentialgleichung (B.) (w, 3) das 
irreduetible System a—2 homogener Relationen *) 

(1.) hl, %, 2... 0.) 8 VÖ &=1,2, ..., 2) 
bestehen. Wählt man zwei beliebige algebraische Funetionen einer Variablen 
x, deren Quotient nur nicht constant ist: 


u. =gle), mWHlE), 
und bestimmt durch die Relationen 
Er) Ei, U 6) Ed k=1,2,...,n—2) 


auch %, %, ..., a, als algebraische Funetionen von &: 


n 
\ /.\ Er 
U; — G3 (x), U, 2 94 T) 4 . [0 [ , U, 2 VR ‚T), 


so besteht zwischen den g,(z) i=1,2,....n) keine lineare homogene Re- 
lation mit constanten Coeffieienten, weil sich sonst die Verhältnisse je zweier 
g,(z) als constant ergeben würden, während doch 9(x):g,(z) als nicht 
constant gewählt worden war; man kann daher die g,(x) als Fundamental- 
integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung zter Ordnung mit 
algebraischen Coefficienten (A.) (u, x) auffassen. Setzt man nun voraus, 
dass für die Differentialgleichung (B.) (wo, 3) nicht alle Invarianten d,, und 
f, identisch verschwinden bzw. ihren Sinn verlieren, so fliesst aus den Ent- 
wiekelungen in $ I und $ II, a) der folgende Satz: 

„Wenn zwischen den Integralen eines Fundamentalsystemes einer 
linearen homogenen Differentialgleichung mit algebraischen Uoeffieienten (B. 
(w, 2), für welche nicht gleichzeitig die Invarianten d,, und f, verschwinden 
oder ihren Sinn verlieren, die Relationen (1.) bestehen, so unterscheiden 


*) Es liegt in dem Begriffe der Fundamentalintegrale, dass keine der »—2 homo 
genen Relationen selbst oder eine daraus resultirende Relation linear sein darf. 
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sich sämmtliche Integrale derselben von algebraischen Functionen der un- 
abhängigen Veränderlichen nur durch einen allen gemeinsamen Factor, 
dessen logarithmische Ableitung ebenfalls eine algebraische Function ist. — 
Ist noch der Coeffieient der (a—1)-ten Ableitung 4,(z) die logarithmische 
Ableitung einer algebraischen Function, so sind die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (B.) selber algebraisch.“ 


$ II. 


Wir kommen jetzt zur genaueren Fixirung der Ausnahmefälle, d.h. 
derjenigen Fälle, in welchen dadurch, dass alle Invarianten d,, und f, ver- 
schwinden bzw. ihren Sinn verlieren, sich keine algebraische Beziehung 
zwischen den unabhängigen Veränderlichen z und x ergiebt. Wir werden 
zunächst beweisen, dass sich in allen diesen Fällen die vorgelegte Diffe- 
rentialgleichung, die wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit sogleich in 
der Form (l.) der Einleitung voraussetzen können, durch eine geeignete 
Substitution in eine solche mit constanten Coefficienten transformiren lässt. 
Um diesen Beweis zu führen, unterscheiden wir zwei Fälle: 

1) Alle Invarianten a, (k=3,4,...,n) sind identisch Null, also: 


=) au .,.. u 


In diesem Falle lässt sich die Differentialgleichung (I.) (y, x) durch die 
Substitution 


z = vl). 
y= o(r).v, 


worin z durch die Gleichung 


En PEN „Im 
u el Ba} 6 
P: l 09 » 7 J m! _ 


d.od 


als Function von z bestimmt wird, auf die einfache Differentialgleichung 


(1.) ER 
\ , dz” 


transformiren: zunächst folgt aus der Gleichung (2.) des $ I, dass in der 
transformirten Differentialgleichung g = 0 sein muss, dann successive aus 
—=V, das ,=0, aus ,=0, dass ,=0, ete., endlich aus a,=(0, dass 
gq„=0 ist: man hat nur zu berücksichtigen, dass nach dem in der Einleitung 
angeführten Satze von Forsyth (p. 4, vgl. auch p. 8) a, sich als ganze 
rationale Function von ps, Ps + ., P und deren Ableitungen darstellt, 














EN 
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welche in bezug auf das Gewicht ihrer Terme homogen (und zwar vom 
(rewichte %) ist. 
Die Differentialgleichung (1.) besitzt die Integrale 
a TE EEE 
zwischen denselben bestehen, wenn y, = 2" gesetzt wird, die a—2 parabo- 
lischen Relationen 


(2.) Y—Yı-ı-Yırı = 0 en ne ES, 
Umgekehrt folgt mit Hülfe der in $ II, a) entwickelten Principien aus der 
Existenz dieser Relationen das Verschwinden sämmtlicher Invarianten a,. 
da diese für die Differentialgleichung (1.) selbstverständlich Null sind. 
Herr Brioschi*) zeigt, dass sich überdies in diesem Falle die Integrale 
durch eine binäre Form (»—1)-ten Grades mit constanten ÜCoefficienten zweier 
Argumente &,, $, darstellen lassen, welche Integrale einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung zweiter Ordnung sind**), 

2) Es sind nicht alle Invarianten «, (k=5,4,...,r) identisch gleich 
Null. Es sei also: 
a 


a Fa re A 


wo die Indices %k,, A, ..., 4 und, &, ..., Z\_;. von einander verschiedene 
nach der Grösse geordnete Zahlen aus der Reihe 3, 4, ..., rn bedeuten, 
derart, dass 


k, 2 k, 1] ( | i } 
und 
, l, +1 \ 1, « n—i— 3), 


Damit sich nach $ I (p. 9 u. 10) keine algebraische Beziehung zwischen 
den unabhängigen Variablen zc und z der ursprünglichen und der trans- 
formirten Differentialgleichung ergebe, muss zunächst 

d. == 0 (s= 2,3, ..., n—i—?) 
sein, wenn 


*) 1. ce. p. 237. 
**) Vgl. auch Rosenkranz, Inauguraldissertation, Halle, 1390. 
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gesetzt wird. Es sind ferner zwei Unterfälle zu unterscheiden, nämlich 


a) b,,; b., . ° “. Mo — 0, 
* 
b) b,; d,, . . . 4; + Ü ). 
Im Falle b) müssen die Invarianten 
> a;, ] b,, (ir 
u Bm nn un R=1,2, ..., n—2-i) 
fi a, : b,, 


sein, damit sich nach SI, p. 9 u. 10 keine algebraische Beziehung zwischen 
» und x ergebe. 

Wir betrachten zuerst den Fall a): 'Transformirt man die vorgelegte 
Differentialgleichung (1.) der Einleitung, welche von nun an kurz mit (y, x, p) 
bezeichnet werden möge, durch die Substitution 


= ve), 


3 
y=2» 
wo die Funetion w(z) durch die Gleichung 


a = 0,.Ww (€) 


bestimmt wird, in welcher «, eine willkürliche von Null verschiedene Con- 
stante bedeutet, so lässt sich leicht zeigen, dass die Üoefficienten der so 
transformirten Differentialgleichung (II.) (v, z, g) sämmtlich Constanten sind. 
Es sind nämlich infolge von d=0 (s=2,3,...,n—2-—i) die Grössen 
a‘ 

Constanten, welche ich mit ec, bezeichnen will; daher ist in der trans- 


a, 


l 


I; 1 


formirten Differentialgleichung auch «, = «,' .c,' eine Constante, Zunächst 


s 


folgt nun aus 
5, =P,.=0, 


dass g, = 0 sein muss; ferner ergiebt sich aus der ersten der Gleichungen (1.) 


*) Die Invarianten b,, bu, ..., Dr,_,_,; sind gleichzeitig Null oder von Null ver- 
schieden, wenn die Invarianten d, = Ö sind (s=2,5,...,n—2—i); man findet näm- 


lich unter Berücksichtigung von d, =: 
b,. un ; b, (s = 2, 3, ..., n—2-i). 

=) Wenn ded=0 (s=2,3,...,n—2—i), so sind die Invarianten f,, ebenfalls 
gleichzeitig Null oder von Null verschieden. 
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des $ TI: 


’E = (3; oder = VÖ, 


je nachdem = oder >3 ist; dann aus der zweiten dieser Gleichungen, 
dass q,=o, (also eine Constante) oder = 0 ist, je nachdem eine der Zahlen 
l,, l, gleich 4 oder beide grösser als 4 sind. So kann man successive 
weiter schliessen und kommt auf diese Weise durch die Methode der voll- 
ständigen Induction zu dem Resultat, dass in der transformirten Differential- 
gleichung die Coeffieienten theilweise gleich Null, theilweise von Null ver- 
schiedene Constanten sind, da, wie schon hervorgehoben worden, ., eine 
ganze rationale Function von P, P3, -.., p, und deren Ableitungen ist, 
welche die Form hat: 


a = PptR(pa Par - +) Pi-ı3 Par Pas ++ Pı-ı3 
und welche in bezug auf das Gewicht ihrer Terme homogen ist; (ent- 
sprechend ist in der transformirten Differentialgleichung 


a = n+Rlq 9 ++, N-ı5 Ir Is ++ Ki) 
zu setzen). Und zwar sind in diesem Falle, wie man sich leicht überzeugt, 
die Coeffieienten & und q, (r=1,2,...,‘) stets gleich Null, g (s=1, 
2,...,”n—2-—i) dagegen im Allgemeinen von Null verschiedene Uonstanten. 
In die Coeffiecienten der transformirten Differentialgleichung gehen die Con- 
stanten ec, (s=2,3,...,n—2-—i) als Parameter ein, deren Werthe durch die 
vorgelegte ursprüngliche Differentialgleichung bestimmt sind; ihre Anzahl 


ist um Eins kleiner als die der von Null verschiedenen Invarianten a,, 


Ueber die willkürlich gebliebene Constante «, verfügt man am besten so, 
dass die Coefficienten der transformirten Differentialgleichung möglichst ein- 
fach werden (vgl. p. 28 u. f.) 

Auch im Falle b) transformire man die Differentialgleichung (y, x, p) 
durch die Substitution 


5 = ve), 
yo», 
wo z durch die Gleichung 
a, = 0,.W (€) 


bestimmt wird, in welcher wieder «, eine von Null verschiedene, sonst 

willkürliche Constante bedeutet. Da in diesem Falle nicht nur die In- 

varianten d, ($=2,3,...,2—2-—i), sondern auch die Invarianten f, (h=1, 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 1. 3 
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2,...,n—2-—i) verschwinden, so sind hier ausser den Grössen 

—ıo, (=2, 3, ..., n—2-i) 
auch die Grössen 


m 8, 


AM=1,2,...,n-2-i) 


von Null verschiedene Constanten. Daraus folgt, dass in der transformirten 
Differentialgleichung auch die Invarianten 


und 


einen constanten Werth besitzen. 
Es ergiebt sich nun zunächst aus der Formation von /,*), dass 
_ +1, 
er 
also eine von Null verschiedene Constante ist; ferner folgt aus der ersten 
der Gleichungen (1.) des $ I, dass ,=«, oder = (0, je nachdem /, = oder 
>35 ist; dann aus der zweiten dieser Gleichungen, dass auch q, eine (im 
Allgemeinen von Null verschiedene) Constante ist, ete.e Man kommt also 
auch in diesem Falle durch den Schluss der vollständigen Induetion zu 
dem Resultat, dass in der transformirten Differentialgleichung sämmtliche 
Coeffieienten constant sind; und zwar sind hier q,, ..., q, im Allgemeinen 
von Null verschieden, g, jedenfalls #0 und g +0 oder = 0, je nachdem 
4, =mp-3p+0 oder =0 
ist. In die Coefficienten der transformirten Differentialgleichung gehen hier 
ausser den Grössen ec, (s=2,3,....n—2-—i) noch die Grössen e, (h=1, 
2,...,2—2—i) als constante Parameter ein, deren Werthe auch bereits durch 
die vorgelegte Differentialgleichung bestimmt sind, welche sich aber alle durch 
einen derselben numerisch rational ausdrücken lassen (vgl. p. 15 Anm. 1); 


ihre Anzahl ist also »—2-i, d.h, gleich der Anzahl der nicht verschwin- 
denden Invarianten a,. 


*) Vgl. $I, p. 9. 
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Durch diese Ausführungen ist der zu Anfang des $ III angekündigte 
Nachweis vollständig erbracht, und wir wenden uns nunmehr zu dem Studium 
der homogenen Relationen, welche in diesen Ausnahmefällen zwischen den 
Integralen der in Rede stehenden Differentialgleichung existiren können: 
dies ist schon deshalb wichtig, weil sich in vielen Fällen (z. B., wenn 
sich die Existenz von n—2 homogenen Relationen ergiebt, mit Hülfe der 
in $ II entwickelten Prineipien) umgekehrt aus der Existenz dieser hela- 
tionen das Verschwinden gewisser Invarianten folgern lässt. — Da in den 
Ausnahmefällen die transformirte Differentialgleichung stets constante Üoef- 
fiecienten besitzt, so läuft die folgende Untersuchung darauf hinaus, diejenigen 
telationen aufzustellen, welche zwischen Grössen von der Form e” (=1, 
2,...,n2) bestehen können, wo die r, Wurzeln einer Gleichung »ten Grades, 
nämlich der charakteristischen Gleichung, bedeuten. Wir erledigen zuerst 
ganz allgemein den Fall gleicher Wurzeln: 

Es sei 

r, eine A,-fache Wurzel, 


r, eine A,-fache Wurzel, 


r, eine A,-fache Wurzel 


4; >1(i=1,2%..,0, Artist «+R k) 


- 
der charakteristischen Gleichung, so hat bekanntlich die Differentialgleichung 
folgende Integrale: 


r.z 


yı =e", ur y, == 


in BT r,2 —_ ahu-l.rs 
Yı,-+ı = ce E) Yı,+2 = 2e° » 6 eu Y),+32, ih e’, 


8.) 





r52 Ai _rp2 
Yar-ri,.H Te"; on y,=3° ee‘ 
Aus 
= Y == Ys ENTER Fu Y_ 
Yı Y; Yı,—ı 
Ma NYıtk 
(4.) Yi Yı,+ı Ti Yintaıs—ı 
_ Mathrtetlot? — __%k 
| N Y HH, . ri 





ergeben sich zunächst jedenfalls 


,h—2+%,—-24+-+4,—2+0—-1=k—-20+0—-1=4k-0—1 
Z# 
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quadratische Relationen von der Form: 


Y—Yi-1ıYirı = 0 (Anzahl k—2p) 
bzw. 
YırıYa— Yıyıyı = O9 (Anzahl o-1). 
Es möge nun ausserdem zwischen den » Integralen y,, %, ..., Y„ die 
homogene Relation; bestehen: 


(8.) EC, yı yEr..Y ee = 0*) 1 a he 
Setzt man für Yı, Y, - ++, Yu ihre Werthe ein, so erhält man Glieder von 
der Form O;z’e””; eine Summe von solchen Gliedern kann aber bekannt- 
lich nur dann verschwinden, wenn die algebraischen Summen der zu dem- 
selben z’e“ gehörigen Üovefficienten C, einzeln verschwinden. Die obige 
Relation zerfällt demgemäss in mehrere Einzelrelationen, und eine solche 
wollen wir unserer weiteren Betrachtung zu Grunde legen, nehmen aber der 
Einfachheit der Darstellung wegen an, die Relation (5.) sei bereits derartig 
redueirt. Die linke Seite derselben nimmt also durch Einsetzen der Werthe 
Von Yı, Yay +++, 9%. die Form an 

2°.e”,2C,, 
und es muss ZC0,;,=0 sein. 
Aus dieser Form folgt aber unter Berücksichtigung der Gleichun- 
gen (3.): 
(6.) (et + + - Di tet 2a ta Dante 
| tt tt) Be: is 


Dividirt man die Relation (5.) durch y’‘, so lautet dieselbe: 


@) ze (nyaj(n) = 0 


Ein Glied derselben ist, von dem constanten Coefficienten abgesehen: 


E-e: 


Nun ist aber **) 
Sir _  Nurei Bern . ats Aupı 


Y, Yı, rv—1 Yu +v—2 Nur! Y, 





}) 


> Es ist zu ERRER dass die Integrale Yyr+ı, ..., 4. zu einfachen Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung gehören. 
h=u 


**) Wenn zur Abkürzung }, für ni A, gesetzt wird. 
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also infolge der Gleichungen (4.): 
Er — (3 v—1 ur + u mi 2 ..., 0—1 
- van: EEE... Z . 
DR (G er 
ia ei 
Das Glied lautet also: 
(4 re Yı,+1 Ya "+, +2, 
Yı 
( Yı+3.+1 2 TE &; 3 


oder infolge von (6.): 
e- )- Hii+ ha ( wg N ER ( FR 


Da s eine feste Zahl ist, so tritt we aus der ganzen linken Seite der 


Relation (5*.) heraus, und dieselbe nimmt, wenn man zuerst durch ge ) 


dividirt und dann mit y/' heraufmultiplieirt, die Gestalt an: 


et, A tt + Rs+ TV 
=Cy Yızı Yi. +J,+1 ; fl, = 0; 


die Relation enthält also nur die Grössen 


- 
(Y.) Yn Yan Yaraaın 90 Yardhettger Ya 900 Im 


Dieses Resultat gestattet, einen Schluss auf die Maximalzahl der Relationen 
in dem Falle gleicher Wurzeln der charakteristischen Gleichung zu ziehen. 
Die Anzahl der Grössen (Y.) ist nämlich o+r—%k; zwischen denselben 
können im günstigsten Falle o+r—%k—2 homogene Relationen bestehen; 
dazu kommen die k—o-—1 quadratischen Relationen; das sind im ganzen 
höchstens 
o+n—k—-2+k-o—l = n—3 

Relationen. Im Falle gleicher Wurzeln geht also stets eine Relation ver- 
loren (eine Ausnahme macht nur der bereits behandelte Fall, wo alle 
Wurzeln gleich sind und n—2 parabolische Relationen existiren, efr. p. 15, 
Gl. (2.)), und die zugehörige vorgelegte Differentialgleichung (y,x,p) kann 
in diesen Fällen keine algebraischen Integrale besitzen, da zwischen diesen 
n—2 homogene Relationen bestehen müssten. Um es noch einmal zu- 
sammenzufassen: „Wenn die charakteristische Gleichung e mehrfache Wurzeln 
besitzt und die Summe der Ordnungen ihrer Vielfachheit k ist, so bestehen 
zwischen den Integralen der zugehörigen Differentialgleichung jedenfalls 
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k—o—1 quadratische Relationen, und es können im ganzen nicht mehr als 
n— 3 homogene Relationen existiren; nur, wenn o=1undk=n, d.h. wenn 
nur eine »-fache Wurzel vorhanden ist, bestehen gerade »—2 parabolische 
Relationen.“ 

Nachdem wir so den Fall mehrfacher Wurzeln erledigt und ins- 
besondere gezeigt haben, dass in die nichtquadratischen Relationen aus 
jeder zu einer mehrfachen Wurzel gehörigen Integralgruppe nur die ersten 
Integrale derselben eintreten können, gehen wir dazu über, die nothwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen für die Existenz einer bestimmten An- 
zahl homogener Relationen zwischen den Integralen der Differentialgleichung 
aufzustellen. Diese Bedingungen treten in der Form linearer homogener 
Relationen mit ganzzahligen Coeffieienten zwischen den ungleichen Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung auf, und es ergiebt sich gleichzeitig, dass 
alle etwa existirenden homogenen Relationen zwischen den zugehörigen In- 
tegralen sich auf zweigliedrige zurückführen lassen. Wir nehmen der Ein- 
fachheit der Darstellung wegen an, dass alle Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung von einander verschieden sind; der allgemeine Fall lässt sich 
infolge der vorhergehenden Betrachtungen ganz in derselben Weise behan- 
deln, wenn man an Stelle aller nur die von einander verschiedenen Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung und die Grössen (Y.) an Stelle von y,, 
Yo, +, Yu Setzt. — Wir beweisen nun zunächst, dass, wenn die Verhält- 
nisse der Wurzeln r,;, @=1,2,3,...,r) rational sind, wenn also zwischen 


in 
denselben ausser der Gleichung F& r,=0*) noch »—2 lineare homogene 


i—=1 


(Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten bestehen, wirklich »—2 homo- 
gene Relationen zwischen den zugehörigen Integralen existiren: Man kann 
in diesem Falle 

r, = Y-®; (de 1, 2, 3,..0, 0) 


setzen, wo die eo, ganze Zahlen ohne einen allen gemeinsamen Theiler be- 
deuten; führt man 


= e* 


*) Diese Relation ist eine Folge davon, dass in der charakteristischen Gleichung 
das Glied mit der (a—1)-ten Potenz der Unbekannten fehlt; im allgemeinen Falle ist an 
> z i ; a 5 
die Stelle derselben die Gleichung N +,r,=0 zu setzen, worin }, den Grad der Viel- 

s—1 


fachheit der Wurzel r, bedeutet. 
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ein, so wird 

= ."_ Gel, ham} 
es lassen sich also die Integrale y, als rationale Funetionen eines Parameters 
C darstellen. Ordnet man die r, der Grösse nach: 


Du >nD + u, 
also auch 

0, > >0>:: >09; 
und setzt 


0,0, en Az” k Ur 
0, @k de ed ud 


so ergeben sich in der That die a—2 irreduetiblen homogenen Relationen: 


+rv ‚ ’ 
Ye. Rehm 


Aber die Rationalität der Verhältnisse der r, ist nicht nur die hinreichende, 
sondern auch die nothwendige Bedingung für die Existenz von n—2 homo- 
genen Relationen zwischen den Fundamentalintegralen; d. h. wenn »—2 
homogene Relationen bestehen, so sind die Verhältnisse der r, rational: Es 


möge also zwischen den Integralen y,. Y», ..., 9, das irreductible System 
n—2 homogener nicht linearer Relationen bestehen: 


j (X) (X) 
Po ’ 


p f 
= My s Y: ° AR — () >12 3 ...,n-2 


a ” 
—] 
nn, 


Setzt man für y; seinen Werth e” (=1,2,3,...,n) ein, so folgt aus Be- 
trachtungen, die denen auf p. 20 ganz analog sind, dass 


i_n 
Zr ER 1, Ed 
Ei | 


Kk 


denselben (nur mit k sich ändernden) Werth haben muss, während gleichzeitig 


s—1 
ist; und zwar gilt dies für k=1,2,3,...,n—2. Daraus ergiebt sich, wenn 
H)_n —_ gm muhR;..,“ 
P:, u 4’ er di, Ki BE oa ) 


gesetzt wird, das lineare homogene Gleichungssystem: 


8) Zap = 0 in 


| 
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ER 
$5 
=: 
> 
9 
Be: 
9 
Kr 


a 


Dazu tritt wegen der Homogeneität der Relationen (7.) das Gleichungs- 
system 


=, 


=®8 


9.) di = 0 G 


$ 


m a 
N 

u Ne) 
» 
ir 
w 

Nu, 


“. 
_— 


Ausserdem besteht endlich noch die schon erwähnte Relation 


in 


(10.) En =%. 


i-= 


_ 


Die Gleichungen (8.) sind wegen der Gleichungen (9.) von (10.) unab- 
hängig. Ferner müssen von den Gleichungen (8.) gerade a—2 unabhängig 
sein: Es dürfen zunächst nicht mehr als n—2 unabhängig sein,‘ da man 
sonst zusammen mit Gleichung (10.) mehr als »—1 lineare Gleichungen 
für die a—1 Verhältnisse der r, besässe. Es dürfen aber auch nicht weniger 
als a„—2 Gleichungen unabhängig sein: denn es mögen z. B. nur n—2—gq 
Gleichungen unabhängig sein, so müssten, wenn die unabhängigen Glei- 
chungen mit 


i_n 


iz d,,r; = ( (} = 1,2, 3,..., n—2-4) 
dl 
bezeichnet werden, die Relationen bestehen 
ah er Ei 
d;, —_ P Os d,, (1-2 TR 7 )- 
£ Al a R ke], 2, u... n—?2 
Dividirt man daher die Gleichungen (7.) beziehentlich durch 
.@ (K) 
P| P, sr 
Yı' Ya!sıı Ya k=1,2,..., n—2 
und bezeichnet 
d, ds. dn 
/ b. A 
Yı 2 vr Un 
mit %,, so lauten dieselben: 
sw. a) 9) Fa 
$ "s> 2 FRE, ui ’ 
(7*,) ZN m. = 0 Ge1,2..u> 
s—=1 


Diese Gleichungen müssten sich also auf »—2-—q redueciren, und zwar, 
wie leicht ersichtlich, auf die Gleichungen 


uU, = (, u,—1 =), 0... “nl =(), 


was der Voraussetzung widerspricht. Es müssen daher gerade »—2 der 
Gleichungen (8.) unabhängig sein; aus diesen folgt aber in Verbindung mit 
der Gleichung (10.) die Rationalität der Verhältnisse der r. — Zugleich 
ergiebt sich, dass die Relationen (7.) sich auf zweigliedrige reduciren lassen. 
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Wir werden nunmehr allgemein beweisen, „dass, wenn zwischen den 
r, ausser der Gleichung (10.) noch a—2—-g (g=1,2,,..,»n—2) lineare 
homogene Relationen mit rationalen Coeffieienten bestehen, die zugehörigen 
Integrale genau durch n—2—g zweigliedrige homogene Relationen höheren 
als ersten Grades mit einander verbunden sind, und dass auch umgekehrt 
aus der Existenz von n—2—-g homogenen Relationen zwischen den Inte- 
gralen das Bestehen von n—2—g linearen homogenen Gleichungen (ausser 
der Gleichung (10.)) zwischen den r, folgt.“ Wenn zwischen den » Grössen 
r, ausser der Gleichung (10.) noch »—2—g lineare homogene Relationen 
mit rationalen Üoefficienten bestehen, also »—1-—g lineare Gleichungen 
zwischen den »—1 Verhältnissen der r,, so lassen sich „—1—g derselben 
in folgender Weise durch die q übrigen ausdrücken: 


7 r; 7 (i) r, (6) T, 1 7 (i) nr, ı 36) 
1, = u — +9’ —-+.+% Thor 
N o-+1 To+1 T, +1 Ng+1 
((=g+2, 943, ...,n) 


wo die A ganze Zahlen bedeuten. Durch Multiplieation mit r,,, erhält man: 
7 1 ı( y “ li 1 \ 
= Mr ++ +9 r +10) rt. Ga4t2; 4... 


Daraus ergeben sich zwischen den y;=e'“ zunächst die »—g—1 nicht 
homogenen Relationen: 


ee 2 RC} et 
Yı = Yı Y: + Yo41 ((=g+2, ..., #) 
Dieselben lauten, wenn man auf beiden Seiten bzw. durch y,',, dividirt und 
—— = n, sowie AP+AP +. +40, —4, = h, setzt: 
Ya+1 
(fi) .(i) .(i) 
A; h .) h, \ 
N, 7 m N . N. Yızı (= g+2, ..., 0). 


Wir schreiben diese Gleichungen für i=g+2 und i=g+r auf: 


g+2) .(9+2 .(g+2 
/ ») „(at ) ‚ar ) ‚er k.ı)9 
11.) RN aa. BERE »r 
£ ig+2 il ,2 TIER Yo+ı b) 
(g+r) ‚(g+») ‚(g+r) 
(12 ) natr 3 iı N. n ko+s un ne 
. igtv lı 12 ... iq Y,+1 . 000% 7), 


nennen wir dann m, das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von %,,, und 
k,,, und setzen 


m, m, 3 
k, et A 0 a 
g9+? g+Y 


erheben ferner beide Seiten der Gleichung (11.) zur «,-ten, der Gleichung (12.) 
zur P,-ten Potenz und dividiren endlich die so veränderten Gleichungen (11.) 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 1. 4 
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und (12.) durch einander, so erhalten wir: 


r 3:-„(g+2) ‚(g+r), (9-+2) (+). 
Ag+2%, hate’, #1 aA] Py ho ay—h, A 
gq+? par; lg-+v lı ern N, 


Wird zur Abkürzung 


HI, — tr), = &, 420, ln, PB, = 8, 


v 
. 


gesetzt, so ergiebt sich hieraus durch beiderseitige Multiplication mit 


ER 
Yırı 
zwischen den y, das System. homogener Relationen: 
i=q 
746 =, A.9% 4 Bo re € 
(13.) yoHı NY = NEN Yet er ya a EST nu 


Die Anzahl derselben ist in der That n„—g—2. Damit ist freilich zunächst 
nur bewiesen, dass in diesem Falle mindestens n—q—2 homogene Relationen 
zwischen den Integralen bestehen müssen. Wir zeigen nun ferner, dass 
umgekehrt aus dem Bestehen von a—g—2 homogenen Relationen zwischen 
den Integralen die Existenz von a—g—2 linearen homogenen Gleichungen 
(ausser der Gleichung (10.)) zwischen den Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung folgt: Es möge also zwischen den Integralen y, das irreduetible 
System a—g—2 homogener nicht linearer Relationen bestehen: 
= () (X) 


/ R) P1, P2, N; , f ü 
4) zo yı' ya’. = 0 ee rer at, 
s=1 


so ergiebt sich durch dieselbe Schlussweise wie auf p. 23 u. flg., wenn auch 
die dort angewendeten Bezeichnungen beibehalten werden, zwischen den 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung zunächst das lineare homogene 
Gleichungssystem 


(15.) Ed®r, = 0 er 


ZW N 
= 2 ob Re ' 
Dazu tritt noch Gleichung (10.) sowie das Gleichungssystem zwischen den 
(srössen d 


ee 


in 


Fr N nu s=2 3, ..., 
\ | Ö.) < d,, He Ö (i =1,2,...,n—qg—2)*° 
ı= 


Die Gleichungen (15.) sind wieder wegen (16.) von (10.) unabhängig. 
Ferner müssen von den Gleichungen (15.) genau n—q—2 unabhängig sein; 
es dürfen nicht mehr als n—g—2 Gleichungen unabhängig sein, da sich 
sonst nach dem zuletzt bewiesenen Satze zwischen den Integralen mehr als 


en 
rar 
a 
5; 
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n—g—2 homogene Relationen ergeben würden, was der Voraussetzung 
widerspricht. Es dürfen aber auch nicht weniger als n—g—2 Gleichungen 
unabhängig sein; denn es mögen z. B. nur „—g—2—) Gleichungen unab- 
hängig sein, so folgt durch dieselbe Schlussweise wie auf p. 24 u. flg., dass 
sich das System (14.) auf »—g-2-—4 zweigliedrige helationen redueiren 
würde, was ebenfalls der Voraussetzung widerspricht. Es müssen also in 
diesem Falle ausser der Gleichung (10.) genau a—g—2 homogene lineare 
Gleichungen zwischen den Wurzeln der charakteristischen Gleichung exi- 
stiren. Die Relationen (14.) lassen sich übrigens, wie man leicht sieht, 
wieder auf zweigliedrige reduciren. — Jetzt sind wir im Stande, auch den 
letzten 'T'heil des aufgestellten Satzes zu beweisen: dass nämlich aus der 
Existenz von a—gq—2 homogenen linearen Gleichungen (ausser der Glei- 
chung (10.)) zwischen den Grössen r, das Bestehen von genau n—gq—2 
homogenen Relationen zwischen den Integralen folgt. Dass in diesem Falle 
mindestens n—q—2 homogene Relationen bestehen, haben wir bereits gezeigt: 
es dürfen aber auch nicht mehr als n—g-—2 Relationen existiren, weil sich 
sonst nach dem soeben bewiesenen Satze zwischen den Grössen r, mehr 
als a„—gq—2 homogene lineare Gleichungen (ausser Gleichung (10.)) er- 
geben würden, was der Voraussetzung widerspricht. 
Als bemerkenswerthe Beispiele führen wir die folgenden an: 
1) Die transformirte Differentialgleichung habe die Gestalt: 
(17.) pi -v =. 
Dieser Fall tritt ein, wenn in der ursprünglichen Differentialgleichung die 
Invarianten a,, @,, .... a,_, sowie 5b, verschwinden und die willkürliche 
Constante «, (vgl. p. 15) passend gewählt worden ist. Ferner sei n=p, 
wo p eine Primzahl bedeutet. Die charakteristische Gleichung lautet in 
diesem Falle: 
r—l=U. 


Zwischen ihren Wurzeln kann wegen der Irreduetibilität der Gleichung 


ausser der Gleichung (10.) keine homogene lineare Relation bestehen; es 
existirt daher zwischen den Fundamentalintegralen der Differentialgleichung 
(17.) keine homogene Relation. 


4* 
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2) Die transformirte Differentialgleichung habe die Gestalt: 





d"v dv 
(18.) m - 2 =0 


Dieser Fall tritt ein, wenn in der ursprünglichen Differentialgleichung die 
Invarianten @, @,, ..., @,_,, a, sowie b,_, verschwinden und über die will- 
kürliche Constante «, (vgl. p. 18) passend verfügt worden ist. Ferner sei 


n=p-+l, wo p wieder eine Primzahl bedeutet. Die charakteristische Glei- 
chung lautet in diesem Falle: 


rt = (0: 
sie besitzt die Wurzel r, =0 sowie sämmtliche Wurzeln der Gleichung 
r—-1l1=(. 


Zwischen ihren Wurzeln kann daher wegen der Irreduetibilität der Gleichung 


rPr—1 
u 
r—1 
ausser der Gleichung (10.) nur noch die lineare homogene Relation r, = 0 
bestehen; es existirt daher zwischen den Fundamentalintegralen der Diffe- 


rentialgleichung (18.) nur die eine irreductible homogene Relation 





YE—NYeYysyı-- Yo = 0, 


s IV. 

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, welchen Funetions- 
charakter in den im $ III behandelten Ausnahmefällen die Integrale der 
Ditterentialgleichung (A.) (a, x,p) besitzen, machen aber zu diesem Zwecke 
hier von vornherein die Voraussetzung, dass diese Differentialgleichung zur 
Fuchsschen Klasse gehört*) und die Wurzeln der determinirenden Funda- 
mentalgleichungen von einander verschiedene rationale Zahlen sind. Da- 
gegen lassen wir die Voraussetzuung der Existenz homogener Relationen 
fallen, weil dieselben, wie aus $ III hervorgeht, durch das Verschwinden 
der verschiedenen Invarianten sowie durch die Werthe der CGonstanten c, und 
e, (p. 18) bereits ihrer Anzahl und Form nach bestimmt sind. Da in 
diesem Falle der Voraussetzung gemäss der Transformationsfaetor 


1 ” 
— - -/ Vde 
u — e n 


*) Ludw. Schlesinger, Dissertation, p. 153 Fuchs, dieses Journ., Bd. 66, p. 146. 
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ud 


der Substitution «= uy, durch welche die Differentialgleichung (A.) in die 
vom Gliede mit der (a—1)-ten Ableitung freie Differentialgleichung (I.) über- 
geht, die rationale Wurzel aus einer rationalen Function ist, so können wir 
die vorgelegte Differentialgleichung bei unserer Untersuchung sogleich in 
der Form (I.) voraussetzen, welche denselben Charakter wie (A.) besitzt. 
Dieselbe lässt sich, wie im $ III gezeigt worden ist, in allen Ausnahme- 
fällen durch eine Substitution 

y= 0, 

3 = v(e) 
auf eine Differentialgleichung mit eonstanten Coeffieienten zurückführen, in 
welcher ebenfalls das Glied mit der (»—1)-ten Ableitung fehlt. — Wir 
betrachten nun vorerst diejenigen Differentialgleichungen, für welche die 
Gewichte der nicht verschwindenden Invarianten ausser 1 keinen allen ge- 
meinsamen T'heiler besitzen; damit ist vorläufig auch der später besonders 
zu behandelnde Fall ausgeschlossen, wo alle Invarianten a, verschwinden. 
Die nicht verschwindenden Invarianten (a,, b,, p. 16 u. f.) mögen gemein- 
sam durch 


ihre Gewichte durch 
er 
bezeichnet werden; die letzteren sind ihrer Bedeutung nach ganze positive 





Zahlen, von denen mehrere — jedoch nicht alle einander gleich sein 
können; so sind z. B. alle Invarianten 5, vom Gewichte 2. — Man kann 


nun bekanntlich unter der über die g, gemachten Voraussetzung stets m 
theils positive, theils negative ganze Zahlen A, k,, ..., k, derart wählen, dass 


ın 
fi nr # “ 
khgytkg++K,gn A 


wird: die Invariante 


= JH. Je...) 


ist daher vom Gewichte 1. Wird die entsprechende Invariante der trans- 
formirten Differentialgleichung mit constanten Üoeffieienten dureh ö be- 
zeichnet, so ist auch ö eine Uonstante, und es besteht nach Früherem die 
Beziehung 

di = i.w (€). 


Da J sich rational aus den Coeffieienten der Differentialgleichung (I.) und 
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deren Ableitungen zusammensetzt, diese aber der Voraussetzung gemäss 
rationale Funetionen der Veränderlichen x sind, so ist auch J eine ratio- 
nale Function von x; dasselbe gilt daher von w'(x). — Wir können aber 
noch mehr über w(x) erschliessen: Die transformirte Differentialgleichung 
lautete 


f d”v n(n—1) do dv Ä 
(11.) dz” 7 .) Q: dz n—2 Hug -+ng,.-ı dz +4, se v, 


und zwar bedeuten in unserem Falle die Coefficienten q, Constanten. Es 
möge ferner diejenige Differentialgleichung, welche aus (II.) durch die Sub- 


stitution 
5 = vr) 
hervorgeht, mit 
, 3 dv d"-!e 
(CO, u 0 
ur a ter Hr 


bezeiehnet werden: die ie errang s; sind hierin Funetionen von r 


> 3 


(speciell ists, = — er Die Integrale der Differentialgleichung (C.) 


unterscheiden sich von sche der Differentialgleichung (I.) nur durch den 
Factor 
22 2’ n—1 
ed’ Tele] 
Da w'(x) eine rationale Function von x ist, so gehört also auch die Difte- 
rentialgleichung (C.) zur Fuchsschen Klasse. Es besteht aber zwischen 
den Coeffieienten g, und s, die leicht zu ermittelnde Beziehung 


ın 
5, = An? 


Daraus ergiebt sich: 


n . 
s;— = V u 


q, ist eine Uonstante, die i. a. von Null verschieden vorausgesetzt werden 
darf, s, eine rationale Function der Variablen x von der Form*) 


Pu) 
n 
e 


Da andererseits 3° bereits selber als rationale Funetion von x erschlossen 


*) Fuchs, ]. c.; die Indices geben den Grad der ganzen Functionen P und Q an; 


(0 enthält nur einfache Factoren. 
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worden ist, so hat es folgende Gestalt: 


' P, —1 cr, 177 
Q, 1 T— I 


Es ist daher 3= w(x) der Logarithmus eines Ausdruckes: 


9 


S a 
X = A (2 X,) ı 


und die Integrale der Differentialgleichung (I.) lauten: 
n—1 


dlgX\ . 2 pr; 
Y; _— ( 05 % u, N) 


dx 


wenn r; die Wurzeln der zu der transformirten Differentialgleichung gehörigen 


charakteristischen Gleichung bedeuten. Da ( a) die Wurzel einer 
rationalen Function ist, so muss nach den über die Differentialgleichung (1.) 
gemachten Voraussetzungen*) auch X Wurzel aus einer rationalen Funetion 
sein**). Daraus folgt noch, dass die Verhältnisse der r, rational sein 
müssen, was übrigens auch daraus hervorgeht, dass hier zwischen den 
Integralen der Differentialgleichung (I), die, wie wir eben gezeigt, alge- 
braisch sind, a—2 homogene Relationen existiren. Das erhaltene Resultat 
können wir in den Satz zusammenfassen: „Wenn in den im $ III behan- 
delten Ausnahmefällen die (&ewichte der nicht verschwindenden Invarianten 


*) Lässt man die Voraussetzung, dass die Wurzeln der determinirenden Funda- 
mentalgleichungen rationale Zahlen sein sollen, fallen, so ergeben sich, wie man leicht 
sieht, als Integrale der Differentialgleichung (I.) endliche Producte theils rationaler, theils 
irrationaler Potenzen von Linearfaetoren der unabhängigen Variablen. — Besitzt die 
charakteristische Gleichung der transformirten Differentialgleichung gleiche Wurzeln, so 
tritt in den Integralen der Differentialgleichung (I.) logX auf. Da aber die Wurzeln 
der zu dem singulären Punkte x; gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der 
Differentialgleichung (1.) 


sind, so folgt aus der Gleichheit zweier r; die Gleichheit zweier o. Unter den über 
die Differentialgleichung (I.) gemachten Voraussetzungen können daher keine Logarithmen 
auftreten. 

**) Dass die Integrale der Differentialgleichung (I.) Wurzeln rationaler Funetionen 


. u . . . . . . "Ri ")\dx . 
sind, folgt übrigens bereits daraus, dass sie die Form e/ “’““ haben, und aus der Vor- 
aussetzung, dass sie sich „regulär“ verhalten sollen und die Wurzeln der determiniren- 


den Fundamentalgleichungen rationale Zahlen sind. 
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keinen allen gemeinsamen Theiler besitzen, so sind die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (I.), falls dieselbe der Fuchsschen Klasse angehört und die 
Wurzeln ihrer determinirenden Fundamentalgleichungen von einander ver- 
schiedene rationale Zahlen sind, algebraisch und zwar Wurzeln rationaler 
Funetionen.“ — Es sei noch einmal hervorgehoben, dass die Existenz von 
n—2 homogenen Relationen zwischen den Integralen hier nicht voraus- 
gesetzt zu werden braucht, sondern eine Folge der übrigen Bedingungen ist. 

Besitzen dagegen die Gewichte der nicht verschwindenden Invarianten 
einen allen gemeinsamen Theiler «, so kann man nur schliessen, dass 
vw (x) die ute Wurzel aus einer rationalen Function ist: 


P 
v(2) = VR(«@). 
Die Integrale der Differentialgleichung (1.) lauten in diesem Falle i. a.: 
n—1 „HK 

yı = [R@)] % 9% FEED 
sie brauchen also jedenfalls nicht algebraisch zu sein. Wir wollen zeigen, 
dass, wenn u >>2 ist, sie gar nicht algebraisch sein können: Ist nämlich 
«>> 2, so verschwinden zunächst alle Invarianten 5, (p. 9), denn dieselben 
sind vom Gewichte 2; und die — mit den Indices übereinstimmenden — 
Gewiehte der nicht verschwindenden Invarianten a, genügen der Bedingung 


!’=0 (mod.u). 


Nun haben wir im $ III gezeigt, dass in der transformirten Differential- 
gleichung nur diejenigen der eonstanten Coeffieienten ce, von Null verschieden 
sind, welehe mit den Invarianten a, gleichen Index haben (p. 18); ist daher 
der Grad der Differentialgleichung (1.) 


n = zZu+4 A<), 
so lautet die transformirte Differentialgleichung mit constanten Coefficienten: 


d"v dr=up dr=2uy div 
” ran ee ... —————— nn 
(U .) dar * Cu dar—a Tr Cyy dar —2u + 7 Czu dz’ Ö, 


und die zugehörige charakteristische Gleichung: 
un yN—u n—2u NL... FEN 
r"+c,r+o,r ?++c,r =. 


Dieselbe besitzt zunächst die 4-fache Wurzel r,= 0; ist 4 > 1, so können, 
wie wir gezeigt haben (p. 21), zwischen den Integralen höchstens »—3 
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homogene Relationen bestehen, dieselben also nicht alle algebraisch sein *). 
Ein der Wurzel r, =0 entsprechendes Integral ist algebraisch, es lautet 


n—1 


[Ak(z)]| °* ; dasselbe findet statt, wenn =1 ist; wir können dann die 
Gleichung (1.) durch r dividiren und den Fall A=1 zusammen mit dem 
Fall =0 behandeln**). Die charakteristische Gleichung lautet hier: 
% ” e—1 —:!)u 
(1*.) terror rote, = 0. 


Setzt man 








so wird dieselbe: 
e+c,e"+e,e "+ re, =. 

Eine Wurzel derselben sei o,, so lauten «© Wurzeln der Gleichung (1*.) 

Bi; = u u 

Vo,, eVo,, 0, ++ Et yo,, 
worin & eine primitive ute Einheitswurzel bedeutet; das Verhältniss zweier 
auf einander folgenden ist keine rationale Zahl, es können daher nach $ III nicht 
n—2 homogene Relationen zwischen den Integralen der Differentialgleichung 
(1.) bestehen, dieselben also zicht sämmtlich algebraisch sein. Es ist be- 
merkenswerth, dass trotzdem die Wurzeln der determinirenden Fundamental- 
gleichungen der Differentialgleichung (I.) rationale Zahlen sein können; 


„A | 
dies findet statt, wenn / VR(a)dx ein ultraelliptisches Integral***) erster 
*) Die Integrale lauten in diesem Falle 
Hu 


yı = [R(@)] E77 I/ } Kr Ey REN 


u 


n—1 ? 
‘) i K(xr)dx - 
yi = [Ray] ir „ef Vodaa u Apr ai 
Dass sie nicht sämmtlich algebraisch sind, geht schon daraus hervor, dass nicht gleich- 


‚HM „MH 
N / R x d; . \ . . .. 
zeitig / VYk(z)dx und ef)? (® algebraische Functionen von x sein können. Dasselbe 


findet statt. wenn die charakteristische Gleichung eine andere mehrfache Wurzel besitzt. 
**) Es ergiebt sich in diesen Fällen noch, dass i. a. 


Puco 1) 
ET, 06 
ist, worin P und Q ganze rationale Functionen vom Grade des Index bedeuten. 
***) Ein ultraelliptisches Integral ist nach der gebräuchlichen Terminologie ein 
Abelsches Integral, dessen Integrand eine höhere als die zweite Wurzel aus einer ratio- 
nalen Function ist. 
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Gattung ist, also in der ganzen complexen x-Ebene nicht unendlich wird. 
In diesem Falle kann man nämlich die Integrale der Differentialgleichung (I.) 
n—1 eu; 
y. = [Ra] "ee 
n—1 
abgesehen von dem Factor [R(x)] ”* , der ja die Wurzel einer rationalen 
Funetion ist, in der Umgebung eines singulären Punktes e=a (für «= x 


. 1 ® ® “ 
ist — an Stelle von z—-a zu setzen) in folgender Weise entwickeln: 


[7 


„H . wa 
BI V R(x)dx ER / (2—a) r "Bla —a)dx 


— e(®-0) KR |) 
wenn @+u=y gesetzt wird; « ist eine positive oder negative ganze Zahl, 
doch muss nach Voraussetzung & >—u sein, damit y positiv werde. Ist 
y relativ prim zu u, so hat die Entwickelung die Form: 


(u—1)r 


P,(@-a)+e.(z—-a)* P,(z-a)+-.-+e""(z-—a) * P,-(2-a)*). 
Es ist leicht ersichtlich, dass man auch Integrale der Differentialgleichung (I.) 
erhält, wenn in dieser Entwickelung & der Reihe nach durch €, #, ..., &* 
ersetzt wird; daraus ergiebt sich, dass die Functionen 


(k—1)y 


Y 
P,(z-a), (2-a)*" P,(z-a), ..., (z-a) * .P,-ı(c-a) 
selber eine Gruppe von « Gliedern des zu dem singulären Punkte = a 
gehörigen Fundamentalsystems von Integralen bilden; dieselben genügen 
übrigens bereits für sich einer Differentialgleichung uter Ordnung, nämlich 


derjenigen, welche aus der Differentialgleichung 


d“ 
a = 0 EN 


durch die Transformation 
ie > 
s=yv(2)= / YR(x)dx 


hervorgeht, und es sind im ganzen x solcher Integralgruppen vorhanden, 
welche den Wurzeln @,, @, ..., e, entsprechen. — Wenn y und u einen 
gemeinsamen Theiler «' haben: 
' 
yo Ö.M, 


u=v.u, 


i 


*) B(z—a) und P(xz—-a) bedeuten convergente nach ganzen positiven Potenzen 
von 2—a ansteigende Potenzreihen. 
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„u 
/ VR(x)dx 


so lautet die Entwickelung von e* in der Umgebung von z = a: 


P,(z@-a)+®(z-a)’P,(x-a)+-.. +. (2-a)#’P,_,(2-a) 
h 
+e(@-0)” [P,.(@-0)+e (0) P,,(a-0)+ + (aa) P,, (2-a)] 
(v—-1)0 
1 ur Ä sp w 
+E€ (2-a) s [Po-nu (2 —-a)+:’(2—a) Po-ywrı(2-a)+ 
+ a) U DPP _,(z-a)]. 
Man erhält auch Integrale der Differentialgleichung (I.), wenn & durch 
&© (k=2,3,..., u) ersetzt wird; daraus ergiebt sich wieder, dass 


P,(z—.a), (e-a)’P,(z—a), A (e- a)" PP ,._ (2a). 


s ö ) | 
— +6 +H{u’—1)Öd 
(e-a)’ P,(c-a), (c-a)’ P,,.(z-a) ..., (e-0) “ P,..(e-a), 
ee 2 ee, 
(e-a) ” Ponw(@-a), (2-a) Po-nwH (2a), 
(u—1)) 
(e-a) ” P,-(@-a) 


eine Gruppe von u Gliedern des zu dem singulären Punkte 2 = «a gehörigen 
Fundamentalsystems von Integralen bilden, welche bereits für sich einer 
Differentialgleichung wter Ordnung genügen; und es sind wieder z solcher 
Integralgruppen vorhanden, welche zusammen das Fundamentalsystem 
von n=xu Integralen der Differentialgleichung (I.) ausmachen (im Falle 





1 


n=zu-+1 tritt noch das algebraische Integral [R(z)]| “ hinzu). Aus 





„a 

diesen Entwickelungen geht hervor, dass in dem Falle, wo / YR(x)dx ein 
ultraelliptisches Integral erster Gattung ist, die Wurzeln der determinirenden 
Fundamentalgleichungen ganze Zahlen oder gemeine Brüche, also in der 
That rational sind. 

Der soeben behandelte Fall ist übrigens der einzige, welcher mit 
den über die Differentialgleichung (I.) gemachten Voraussetzungen verträglich 

EN 
ist: denn wenn [ VR(a)dx an einer singulären Stelle x = «a unendlich wird, 
so darf es, damit sich die Integrale der Differentialgleichung (I.) regulär 
verhalten, nur /ogarithmisch unendlich werden, weil sont z=a für die 
TEN 

nf VRix)dx 


eine wesentlich singuläre Stelle wäre; folglich haben 


n* 
e) 


Funetion e 
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die Integrale der Differentialgleichung (I) abgesehen von dem Faetor 


n—1 
'R(@)| ““ in der Umgebung von 2=a die Form 
r.eha og(x—a SER: — a FL? ; b) 
BEE" TIER ve be a 


u 
worin « das Residuum von YR(x) in Bezug auf z-a ist und R(x—a) 
sowie P,(=—a) nach ganzen positiven Potenzen von z—a fortschreitende 
Potenzreihen bedeuten. Es müssten also der Voraussetzung gemäss die 
Grössen r,ea für k=1, 2, 3, ..., w gleichzeitig rationale Zahlen sein; das 
ist aber unmöglich, da e eine «te Einheitswurzel bedeutet. 

Wenn «=2 ist, so müssen alle Invarianten «,,,, mit ungeradem 
Index verschwinden*); dagegen können alle Invarianten «a, und b,, mit ge- 
radem Index von Null verschieden sein. Der Anblick der Invarianten a, 
(p. 8 Gl. (1.)) lehrt, dass in diesem Falle in der transformirten Differential- 
gleichung alle Coeffieienten c,;,, mit ungeradem Index ebenfalls verschwin- 
den, da hier auch der lineare Theil des Ausdruckes einer jeden Invariante 
mit ungeradem Index gleich O ist**). Die transformirte Differentialgleichung 
lautet daher, je nachdem der Grad » der Differentialgleichung (I.) eine 
serade Zahl 2m oder eine ungerade Zahl 2m-+1 ist: 


2) a rn Ft = 0 

beziehentlich: | 
Im+1y Im— . 

@* an + rt = 0, 
und die zugehörige charakteristische Gleichung: 

(3.) "+67" + et, = 0 
beziehentlich: 

(3*.) tler”! tL.4or = |. 


Da im Falle eines ungeraden » das der Wurzel r=0 entsprechende Inte- 
sral der Differentialgleichung (I.) 


n—1 m 

Ra) © = [Re] 7, 
also jedenfalls algebraisch ist, so können wir unsere folgenden Betrach- 
*) Die Differentialgleichung (I.) hat in diesem Falle, wie Herr Brioschi (1. c. p. 237) 


zeigt, die bemerkenswerthe Eigenschaft, ihre eigene „Lagrangesche Adjungirte“ zu sein. 
**) Vgl. Brioschi, 1. ce. p. 237. 
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) und (3.) be- 


tungen auf ein gerades », d.h. auf die Gleichungen (2. 
schränken. Es ist hier: 


y(z) = YR(e)*), 


so dass die Integrale der Differentialgleichung (I.) lauten: 


n—1 j 
De [R(a)) 5 a A 


i . . . r; I VR(z)dr 
Dieselben brauchen nicht algebraisch zu sein, da e" 


selbst unter den 
über die Differentialgleichung (I.) gemachten Voraussetzungen nicht noth- 
wendig algebraisch ist. Aber die Integrale können hier algebraisch sein; 


denn setzt man in Gleichung (3.) 


so wird dieselbe 


Ihre Wurzeln seien 
0; 0:, Bee am Om» 


s 


so sind die Wurzeln der Gleichung (3.): 


rn: 3 si 


Dieselben können sehr wohl alle ein rationales Verhältniss zu einander 
haben (die einzige rationale primitive Einheitswurzel ist eben die zweite), 
so dass nach $ III n—2 homogene Relationen zwischen den zugehörigen 
Integralen möglich sind, die letzteren also unter Umständen algebraische 
Funetionen sein können. Es ist aber bemerkenswerth, dass selbst dann, 
wenn n—2 homogene Relationen zwischen den Integralen existiren, dieselben 
hier nicht algebraisch zu sein brauchen, wie unten noch gezeigt werden 


. a) . r; [y Rlx)d: San 
soll. — Die Funetionen e" A) 


genügen paarweise — derart, dass 


*) Es ergiebt sich noch, dass i. a. R(x) die Form hat: 


P; 

(0 —]1) 

Riz) = : 

ae ih 

worin P und Q ganze rationale Functionen vom Grade des Index bedeuten. 
n—1 


**) Von dem Factor [R(z)]| * , der die Wurzel einer rationalen Function ist, 
sehen wir im Folgenden ab: die hier betrachteten Functionen genügen einer Differential- 
hen ie} { 


n—] 


t 


gleichung, welche aus der vorgelegten durch die Transformation y = [R(r)| .v her- 


vorgeht. 
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+ nf R x dx . . . . . . . . 
e 9 je ein Paar bildet — einer Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


dv 1 Re) de ö 
de’ 70) = N), 


dureh die Substitution 


hervorgeht. 


. .. . 0;R(z)d 

Wir wollen nun zunächst feststellen, wann die Integrale e) Verkle)as 

algebraische Funetionen sind; die Entscheidung darüber liefert folgender 
“ h m dx 

Satz von Abel**): „Wenn ein Integral von der Form [R>- -, wo o und 


R(=) 


R ganze Functionen von x sind, durch Logarithmen dargestellt werden 
kann, so kann man es immer auch folgendermassen ausdrücken: 


' odx p-+-qYR 
“_ yYR(e) p—qyYR 
wo A constant ist und p und qg ganze Functionen von x sind.“ Wenn daher 


in unseren Integralen 


nr L(& 
YeRle) = 
YR,(®) 
ist, wo Z und A, ganze rationale Functionen von x bedeuten, so müssen 
dieselben, falls sie algebraisch sind, die Form haben: 


p+qVR, \° 


Pp-q4 YR, 

p+g YR, Er 
u. (zer) 

p—qY R, 


darin sind p und q ganze rationale Functionen von x und « eine rationale 
Zahl. — Aus dieser Form ergiebt sich zugleich die Entscheidung darüber, 


*) Vgl. Meyer, Dissertation, p. 43. 


**) Dieses Journal, Bd. 1, p. 221 oder Oeuvres compl., t. I, p. 350 sqq. Vgl. auch 
Fuchs, „Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit algebraischen Integraien“, dieses 
Journal, Bd. 51, p. 118. 
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wann die Integrale algebraisch sind, wie aus derselben Abhandlung von 
Abel hervorgeht*). 

Um ferner nachzuweisen, dass in dem Falle «—=2 die Integrale 
nicht algebraisch zu sein brauchen, selbst wenn a—2 homogene nichtlineare 
Relationen zwischen denselben bestehen, nehmen wir in den Funetionen 


+Ve,/ VRe)ax 1: len‘ Y 
etrei) V = die Verhältnisse der Yo, als rational**) und /YR(z)dx als ein 


elliptisches Integral erster Gattung an***),. Die Integrale sind dann sicher 
nicht algebraisch, und doch sind die Wurzeln der determinirenden Funda- 
mentalgleichungen nach früheren Erörterungen (vgl. p. 33 u. f.) rational, und 
es existiren nach $ III zwischen den Integralen »—2 homogene nicht- 
lineare Relationen: setzen wir 


0, = yıl Vehd um 


wo die «, ganze Zahlen ohne einen allen gemeinsamen Theiler bedeuten, und 


i—l tyu; f} Rix)dx 
== 6& \ 
Y>; 
so ergeben sich in der That zwischen den Integralen y, die a„—2 homo- 
genen Relationen: 
| 9:9: = yYy = = YanıYam) 
N Hk YUar_ \Hı 
|(# ) = #; | ) (ku oo m)* 
Y; Ya 
Dies gilt, wenn » = 2m ist; wenn » = 2m-+1 ist, so tritt noch das Integral 
y.= 1, also die Relation 
Yu = Yıya 
hinzu. 
Es bleibt endlich noch der Fall zu erledigen, wo alle Invarianten 
a, verschwinden, also zwischen den Integralen a—2 parabolische Relationen 


2 KB 
Y%—Yır-ıYrrı = v \) are 5 kn. 


*) Das einfachste Beispiel eines algebraischen Integrales ist folgendes: 
Re) 
I Vraire — R(z)-+YR(z)’+C'. 
**) Sobald diese Verhältnisse nicht rational sind, können nach $ III nicht n—2 
homogene Relationen zwischen den Integralen bestehen, die letzteren also ebenfalls nicht 
algebraisch sein. 
*#*) Vgl. Meyer, Dissertation, p. 42 u. f. 


T) Vgl. p. 15. 
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bestehen; da sich hier aus der Bestimmungsgleichung für 3 = w(e) 
n-+1 7 g'’ 2 „' 
P:+ 2.3 [>( z' ) Sg z' | vn 0*) 


z nicht nothwendig als algebraische Function von x ergiebt, so brauchen 
in diesem Falle die Integrale »öcht algebraisch zu sein. 

Die in dieser Arbeit gewonnenen Resultate können wir folgender- 
massen zusammenfassen: 

„Es giebt zwei Kategorieen von linearen homogenen Differential- 
gleichungen; die Differentialgleichungen der ersten Kategorie sind diejenigen, 
für welche nicht alle Invarianten d,, und f, ($ I, p. 10) verschwinden oder 
ihren Sinn verlieren, die Differentialgleichungen der zweiten Kategorie sind 
diejenigen, für welche dies der Fall ist. 

Wenn zwischen den Fundamentalintegralen einer Differentialgleichung 
der ersten Kategorie mit algebraischen Üoefficienten, von denen derjenige 
des zweiten Gliedes die logarithmische Ableitung einer algebraischen Func- 
tion ist, a—2 homogene Relationen. bestehen, so sind ihre Integrale sämmt- 
lich algebraische Functionen der unabhängigen Veränderlichen. 

Die Differentialgleichungen der zweiten Kategorie lassen sich alle 
durch eine Substitution 

= ve), 
y = o(r).v 
auf eine Differentialgleicehung mit constanten Coefficienten transformiren, 
und die Anzahl ihrer homogenen Integralrelationen, welche hier stets zwei- 
sliedrig sind, ist durch die mit der vorgelegten Differentialgleichung ge- 
ebenen Werthe der Constanten ce, und e, (p. 18) bereits bestimmt. 

Wenn die Differentialgleichungen der zweiten Kategorie gleichzeitig 
zur Fuchsschen Klasse gehören, die Wurzeln ihrer determinirenden Funda- 
mentalgleichungen von einander verschiedene rationale Zahlen sind und die 
Gewichte der nicht verschwindenden Invarianten a, und b, des $I 

1) keinen allen gemeinsamen Theiler besitzen, so sind ihre Integrale 
algebraisch, und zwar Wurzeln aus rationalen Functionen; 

2) ist ihr grösster gemeinsamer Theiler 2, so brauchen die Integrale 
nicht algebraisch zu sein, können es aber sein; 

3) ist ihr grösster gemeinsamer 'T'heiler grösser als 2, so können 
die Integrale nicht algebraisch sein.“ 


*) Vgl. p. 14. 
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Setzt man die vorgelegte Differentialgleichung sogleich als zur 
Fuchsschen Klasse gehörig und die Wurzeln ihrer determinirenden Funda- 
mentalgleichungen als rationale, von einander verschiedene Zahlen voraus, 
so kann man auch folgenden Satz aussprechen: 

„Wenn zwischen den Integralen eines Fundamentalsystems der eben 
charakterisirten Differentialgleichungen ein irreduetibles System von n—2 
homogenen nichtlinearen Relationen besteht, so müssen ihre Integrale sämmt- 
lich algebraisch sein. Eine Ausnahme macht nur der Fall »„—2 para- 
bolischer Relationen 


Y%—Yr-i1Yısı u () (k 1, £&, 200, NL) 
und der Fall der Relationen 
| 91%: = Yıyı = 7 Yım-ıYam> 
| (> ) ( Ya J 


beziehentlich 
| . Yıyı — Y:Yı u Yam-ı Yam 


| (% )' u ( ) n vr 
Y, Yır 


je nachdem » = 2m oder =2m+1 ist. Da, wie wir gezeigt haben, in dem 
letzteren Falle die Differentialgleichung nicht irreduetibel ist, insofern ihre 
Integrale paarweise bereits einer Differentialgleiehung zweiter Ordnung ge- 
nügen, so kann man unter der Voraussetzung der Irreduetibilität der vor- 
gelegten Differentialgleichung diesen Fall ausschliessen und die Ausnahme 
auf den Fall »—2 parabolischer Relationen beschränken.“ — Dies letzte 
Resultat ist dem von Herrn Fuchs für die Differentialgleichungen dritter 
und von Herrn Zudw. Schlesinger für die Differentialgleichungen vierter 
Ordnung gefundenen ganz analog. 


Berlin, Juni 1893. 
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On the Sextie resolvent equations of Jacobi and 


Kronecker. 
(By Prof. Cayley in Cambridge.) 





The equations referred to are the first of them that given by Jacobi 
in the paper „Observatiuneulae ad theoriam aequationum pertinentes‘“ (this 
journal t. XIII (1835) pp. 340—352) under the heading „Observatio de 
aequatione sexti gradus ad quam aequationes sexti gradus revocari possunt“, 
and the second that of Kronecker in the note „Sur la resolution de l’&qua- 
tion du einquieme degre“ (Comptes Rendus t. XLVI (1858) pp. 1150—1152). 
Jacobis equation is elosely eonnected with that obtained by Malfatti in 1771, 
see Brioschi's paper „Sulla resolvente di Malfatti per l'equazione del quinto 
grado“ Mem. R. Ist. Lomb. t. IX (1863) but the characteristie property 
first presents itself in Jacobi’s form, and I think the equation is properly 
described as Jacobi’s resolvent equation. The other equation has been al- 
ways known as Kronecker's resolvent equation; it belongs to the class of 
equations for the multiplier of an elliptie funetion considered by Jacobi in 
the paper „Suite des notices sur les fonetions elliptiques“ (this journal 
t. III (1828) pp. 303—310, see p. 308). Say Kronecker’s equation belongs 
to the elass of Jacobis Multiplier Equations. We have in regard to it the 
paper by Brioschi „Sul metodo di Kronecker per la resoluzione delle equa- 
zioni di quinto grado“ (Atti Ist. Lomb. t. I (1858) pp. 275 — 282), and see 
also the „Appendice terza“ to his translation of my Elliptie Funetions (Milan 
1880): it seems to me however that the theory of Kronecker's equation has 
not hitherto been exhibited in the elearest form. 

I consider the forms 

12345 | 15524 
13254 | 12435 
24315 | 23541 
35421 | 34152 
41532 | 45215 
52143 | 51324 
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which, if in the first instance the figures are regarded as points, represent 
the twelve pentagons which can be formed with the points 1, 2, 3, 4, 5: 
each form in the right hand column is derived from the corresponding form 
in the lefthand column by stellation, say we have 13524 = 812345, and 
so in other cases. 

A pentagon is in general reversible, but we sometimes consider it 
as irreversible (viz. we distinguish between the pentagons 12345 and 15432): 
when this is so we write 15432 = R12345, and we have thus twelve new 
forms, in all twentyfour forms. The symbols AR, S are such that R’=1, 
S’=R, RS=SR, S’=1. But for a reversible pentagon, there is no 
occasion to use the symbol AR, and we have simply S’=1. 

In a somewhat different point of view. we may for an irreversible 
pentagon write 


12345 to denote any one of the forms 12345, 23451, 34512, 45123, 51234, 
R12345 - - > HE - 15432, 54321, 43215, 32154, 21543 


and for a reversible pentagon 12345 to denote any one of these same 
ten forms. 

Each pentagon gives thus ten forms, viz. we have in all 120 forms 
which all are the different arrangements of the five figures. But further 
regarding the arrangement 12345 as positive, then the forms in the left- 
hand column are each of them positive, and the ten forms derived from 
any one of these are each of them positive, that is the forms in the left- 
hand column give all the 60 positive arrangements of the five figures: and 
similarly the forms in the right hand column give all the 60 negative 
arrangements of the five figures. 

Taking 1, 2, 3, 4, 5 to denote any quantities, or say the five roots 
C,, Ta, I, 24, ©; Of a quintie equation, we regard 12345, ... as denoting 
functions of these roots: in partieular 12345 may denote a cyelie reversible 
function, the analogue of the reversible pentagon, or it may denote a cyclie 
irreversible funetion, the analogue of the irreversible pentagon. 


Jacobi's resolvent equation. 


The most simple course is to take 12345 a cyelie reversible func- 


tion of the roots x; a root of the resolvent equation is then 12345—13524, 
= (1—-8)12345, and the six roots are 


» u 
H w 
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3 = (1--8)12345, 
3, = (1-8)13254, 
3, = (1-5) 24315, 


2, = (1-8) 35421, 

z,;, = (1-8)41532, 

3; = (1-8)52143. 
Here effeeting on the roots x any positive substitution whatever we per- 
mute inter se the roots z, but effecting on the roots x any negative sub- 
stitution whatever, then reversing the signs of all the roots z, we permute 
inter se these reversed values. Thus effeeting on the root 3, the negative 
substitution 12, it becomes (1—8)21345 which is = (1—8S)S23514 = (S-S’) 
(that is S-1 or —(1—-8)) 23514 = —(1—-S)41532 = —z,; and similarly for 
the effeet of the same substitution 12 upon any other of the roots =. 


It follows that any rational symmetrical function of the roots z is 
a two-valued function of the coefficients of the quintie equation, viz. it is a 


funetion of the form P+0Y4, where 4 is the diseriminant and P, Q are 
rational funetions of the coefficients of the quintie equation. 

In partieular if 12345, ... are rational and integral functions of the 
roots x, then for any rational and integral function of the roots z, we have 
P and Q rational and integral functions of the coefficients, and any rational 
and integral homogeneous function of the roots z, according as it is of an 
even or an odd degree in these roots, will be of the form P or of the 
form QY4f; the resolvent equation is thus of the form 

(1, BV4, C, DY4A, E, FY4, 6 \z, 1) = 0, 
where / is the diseriminant, and B, C, D, E, F, @ are rational and in- 
tegral funetions of the coeffieients of the quintie equation. 

The most simple form of the funetion 12345 is that employed by 
Jacobi and for which 12345 = 12+23+534-+45-+51, where 12, ... denote 
2%, ... respectively. 

For comparison with Kronecker’s equation it is proper to take 12345 
a eyelie irreversible function of the roots x; we have then 

12345+15432 = (1+R)12345, 
a eyclie reversible function, and the roots of Jacobi’s equation will be in 
the first (or since Kronecker writes &,, X, %:, %;, z, instead of ©, ©, ®;. 
2, 2, In the second) of the following two forms, say 
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3, = (1+R)(1-5S) 12345, | 01234, 

a», = (1+R)(1—-S)13254, | 02143, 

3, = (1+R)(1—-S)24315, | 13204, 

3, = (1+R)(1—-5S) 35421, | 24310, 

3, = (1+R)(1—-8)41532, | 30421, 

% = (1+R)(1—-8)52143; | 41032, 
viz. in the first form the terms are 12345, ..., and in the second they are 
01234, ..., but the theory is in no wise altered by this change of form. 





Kronecker's resolvent equation. 
Kronecker writes x,„ to denote x, 2, %;, 2, z, according as the 
residue of m (mod.5) is =0, 1, 2, 3 or 4: then putting 


In Cnsn msn HOT Ensn Emm = m.m+n.m-+-2n 


a root is 
> 
f= (012+123+2344340+412)sin 


Ir 


+(024-+130-+241-+302-+413)sin 


+(031+142+203+314+420)sin 


+(043+104+210+321+432)sin 


and the other roots are deduced from this by ehanging 01234 into 03412, 
14023, 20134, 31240, 42301 respectively. 


i . ‘ .. | Bu .2 38 
Taking e an imaginary fifth root of unity, say &= c08 — -+isin 
w “ « 7 } 
. 28 ._ 4n ._ 6n ._ Bn ni ua a ii 
so that sin 5, Sin ——, sin, sin—— are as ee, Eee, €—e, € 8; 
also writing 
01234 = 012+123+234+340+412, 


so that 01234, ..., are eyelie irreversible functions of the roots x, then 
the expression for the root f is 
f = (e-)01234+(E—-E)02413 
— (£e-E)04321— (2 —E)03142 
or as this may be written 
f = \(e-e)(1-R)+(#—e)(1—-R)S)01234, 
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and the expressions for the six roots are 
f = (ee )(1-R)+(®—e)(1-R)S|01234, 
fu = | -E)(I-R)+(E—e)(1—-R)S}03412, 
fi = \(e-e)I-R)+(E —Ee)(1—-R)S! 14023, 
fr = \(e-)A—R)+(®—Ee)(1—-R)S}20134, 
fh, = \(e-E)(I—R)+(e—e)(1—- R)S}/31240, 
fı = \@-e)—-R)+( —e)(1—-R)S|42301. 

I write down the analogous functions 
F = \(e—-e)(1—-R)+(e—e)(1—-R)S!03142, 
F, = \(e- E)(1—-R)+(e—e)(1—-R)S!01324, 
F, = \(e-e)(1-R)+(e—e)(1—-R)S|12430, 
F, = \(e—e)\(1—-R)+(e—e)(1—R)S|23041, 
F, = \(e—E)(1—-R)+(e-E)(1— R)S]34102, 
F, = \(e- 8) (1-R)+(e—e)(1—-R)S}40213, 


(= RS 01234), 
(= RS 03412), 
(= RS 14023), 
(= RS 20134), 
(= RS 31240), 
(= RS42301), 


and this being so, I say that any positive substitution on the roots x per- 
mutes inter se the roots f, reversing in some cases the signs; and that any 


negative substitution on the roots x changes the roots f into the roots F, 


ermutine these roots inter se and reversine in some eases the siens and 
] 5 8 


similarly as to the effeet on the roots F of a positive substitution and a 


negative substitution respectively. 
Thus the positive substitution 123 changes 


f into !e-)A—R)+(®—e)(1—- R)S}02314 = fi 
fh - .. Je-HA-R)+(®—F)(1- R)S}01423 => fa, 
fi -  |@-$)A-R)+@-e)(1-R)S]24031 = fi 
RR - . Je-HA—R)+(#—e)(1—-R)S|30214 = R03412 = —fı, 
+. Je HA—R)+(e—e)(1—-R)S| 12340 = 7 
fı - .. Jae-H)A-R)+(®—e)(1—-R)S}43102 = R20134 = — fi; 
viz. fs fr fs fr fa» fa are changed into f, fa f» I h Pr 
And similarly the negative substitution 12 changes 
f into |(e—e)(1-R)+(e—E)(1—R)S| 02134 =  F, 
fi -. Je-H)A—-R)+(@&®—Ee)(1—-R)S| 03421 = R12430 = —F,, 


fi - Je e)A—R)+(—e)(1—-R)S| 24013 
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fi into («ee (1-R)+(e®—e)(1-R)S| 10234 eu 

ß - . Je-e)A-R)+(e®—e)(1—-R)S] 32140 = R23041 = —F,, 

ı - . Je-HA-—R)+(—e)(1—-R)S| 41302 = R03142 = —F, 
viz. fi, fu fu für fa» fi are changed into F,, —F, Fu, F, —F, —F. 

Hence considering the equation the roots of which are f, fi. fi. f. 

fs, fx, this is an equation of the form 
Bizarr nr, ir = 0, 

and similarly the equation the roots of which are F’, F,, F/, F}, F,, F; is 
an equation of the form 

1,3,0D5F,@4P, 1) = 0, 
where b and B, are conjugate values +PYf, P—-PVA, e and C are con- 
jugate values „+y' YA, y—yV4, ... of two-valued functions of the form 
P+0VY4, 4 being the diseriminant equation, and P and Q rational funetions 
of the eoeffiecients of the quintie equation. 

Each term 2,272; and z)r,x, of Kronecker's function ©,2, 2; +vx)r, X; 
is of the form 0.12 (= 0.21) a funetion of x, into a symmetrical funetion 
of z, ©,; and it is by reason hereof that the roots f, fi» fs fa A, fı are 
connected by linear relations such that the equation belongs to the class 
of Jacobis multiplier equations. '"Thus in the expressions for these roots, 
attending first to the terms multiplied by e—e' we have 

f = (e-8).0(12—34)+1(23—04)+2(34—01)+3(04— 12) +4(01— 25), 
fh = (e-8).0(34—12)+1(02—34)+2(03— 14)+3(14—02)+4(12—03), 
fı = (e-).023—14)+1(04—23)+2(13 -04)+3(14—02)+4(02 —13), 
fir = (e-).0(13—24)+ 1(34—02)+2(01—34)+3(24—01)+4(02— 15), 
fs = (e-8).0(13—24)+ 1(24—05)+2(04—13)+3(12—04)+4(03— 12), 
fi = (e-E).0(14—23)+1(24—03)+2(03—14)+3(01—24)+4(23— 01), 
and next to the terms multiplied by € —e’ we have 
f = (E-E).0(24—13)+1(03—24)+2(14—03)+3(02— 14)+4(13—02), 
fu = (E-8).0(24—13)+1(04—23)+2(13—04)+3(01—-24)+4(23—01), 
fi = (€ -E).0(34—-12)+1(03—24)+2(01—34)+3(24—01)+4(12 —03), 
fh = (E-8).0(23—14)+1(04—23)+2(14—05)+3(12—04)+4(03— 12), 
fi = (E-E).0(14—23)+ 1(34—02)+2(01—34)+3(02—14)+4(23—01), 
fı = (*-E).0(34—12)+1(02—34)+2(04—15)+3(12—04)+4(13—02), 

















48 Cayley, on the Sextic resolvent equations of Jacobi and Kronecker. 


we have thus 


h+htktkthk= (e-e)0)34-12+2(13—24)) + (8 —E).0/24—13+2(34—12)) 


+1!04—23+2(24—03)!+ 1/03—24-++2(04—23)) 
+2/01—-34+2(03—14)!+ 2/14—03+2(10-24)) 
+3/12—04+2(14—02)!+ 3120—14+2(12-04)| 
+4/23—01+2(02—13)]+ 4113—02+2(23—01)| 


= — ((e-)+2(E-E)(Nı-12e-)-(-E N): 
if for a moment (f), denotes the terms of f which are multiplied by e—e’ 
and (f), the terms of f which are multiplied by &— €. 
But we have 


[= 


DD = tee, 
whence 
VBle—e) = e-e+2(— 8°), 
Vd(e—e) = Ze) + 
and hence the equation just obtained is h+f+fh+h+fh= -Vdf, viz. this 
equation, being satisfied separately by the terms such as z,27 © and © 2,8; 
will be satisfied for z,02; 2 +vaz,x2,x, and so for the like equations which 


follow. (I notice that Brioschi has +Y5f; the difference is quite immaterial, 
since the formulae would coineide by reversing the sign of f, or those of 


fü, fi, f», Rs; fı)- 

We show further that h+E fi +E&+eß+E®fi= 0; to verify this ob- 
serve that in this expression the terms multiplied by 0 (=x,) are 

(e —E))34—12+8°(23—14)+8(13—24)+8(13—24)+E(14—23)) 
24—13+8°(34—12)+8(23—13)+8(14—23)+8°(34—12)), 





+@-0) 
where the terms containing 12, 13, 14, 25, 24, 34 respectively are each 
— (0, viz. the eoefficient of 12 is (—e+E)+(-e+1)+(—-1+2)=0, that of 
13 is 1-e+(E -V)+(-E+E)=0, and so for the other coefficients. In 
like manner it appears that the terms multiplied by 1, 2, 3,4 (= x,, z;,, z;, z,) 
respectively are each =0, and thus the equation in question is verified. 
And in like manner it is shown that 


h+eftehteößtefi =. 


3: Fi 
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The roots f thus satisfy the relations 
+ it k+ f+ hk= -f5, 
htefteßt+t ehtef = 0, 
h+efiteh+teptefh = 0, 
or the equation for f’ belongs to the class of Jacobi s multiplier equations. 
Hence (see Brioschi’s Appendice terza before referred to) the form of the 
equation is 
(Fa) —Lalf—a)”+10b(f’—-a)’—Aclf-a)+5b’—A4ac = (0, 
or determining the arbitrary coefficient » so that a may be =(), the form 
is f”+10bf°—4cf’+55b’=0, which is Kronecker's equation 
f?10gf°+5y° = uf“ 
As to the meaning of the coeffieients a, b, ce I recall that in virtue of the 
foregoing linear relations between the roots, these may be expressed in 
terms of three arbitrary quantities a,. a,, a, as follows: 


f = a,V5, 


fi = + a, d;. 


fi = + €, +8 an, 
| f: . a,+e'a, +E©a,. 
f; — a,tea,+ea,, 


fi = WtEa+ 8a, 
and a, b, ce are then determinate functions of @,, a,, a,, viz. we have 
a = a,+4,4,, 
b = 8a —2a,a0+a,a—a,(a,+@)), 
ce = Daam—4lajaa+dazatai-+ aa), 
— a,(32a,— 20a,a,@a,-+9da,a,)(a, + @;) 
+l(a +); 
so that for a= 0, and therefore a, = V—a,a, we have 
b = l1laıa-—a,(a)+a)), 
ce = -Yaa—dTa,aa, (a +a)+lla +a)', 
but I do not know that for Kronecker's form the actual values of a,. a,. @; 
in terms of the coefficients of the quintic equation have been caleulated. 
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Zur Briot-Bouquetschen Theorie der Differential- 


gleichungen erster Ordnung. 
(Von Herrn J. Horn in Charlottenburg.) 





In ihrer grundlegenden Abhandlung im Journal de l’Eeole Poly- 
technique, Cah. 36, untersuchen Briot und Bouquet S. 161 ff. die Integrale 
der Differentialgleichung 

= = f(wu, 2) 
mit dem Anfangswerthe «=, für 3=z,, wenn f(w,z) als Quotient zweier 
Potenzreihen von a—u,, 3—z, erscheint, welche für v„=u, 3 = z,, gleich- 
zeitig verschwinden. Die Ordnung u von # = wu-u, in Bezug auf 3 =3-—z, 
ergiebt sich als rationale Zahl, und unter dieser Voraussetzung wird die 
Differentialgleichung auf einige einfachere Typen zurückgeführt, deren erster, 
die Differentialgleichung 


d 
3 = = au+bz-+---, 





durch Herrn Poincare (Journ. de l’Ee. Pol. cah. 45) und Herrn Picard 
(Comptes Rendus Bd. 87) eine weitere Behandlung gefunden hat. Ist der 
reelle Theil von a positiv, ohne dass jedoch a eine ganze positive Zahl ist, 
so besitzt die letztere Differentialgleichung ein für 3= 0 verschwindendes 
Integral von der Form 


u= 20,35 A, a=l,.,0; v0), 


worin der Coeffieient c,, von 3“ willkürlich gewählt werden kann. Dieses 
Integral ist von der Ordnung a, falls der reelle Theil von a kleiner als 
Eins ist. 

Somit können bei Differentialgleichungen von der von Briot und 
Bouquet betrachteten Gestalt auch andere als rationale Ordnungszahlen vor- 
kommen. Die Ergänzung, deren die Briot-Bouquetsche Theorie bedarf, 
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damit sie auch die etwaigen Integrale von nicht rationaler Ordnung der 
ursprünglichen Differentialgleichung liefert, soll im Folgenden zu geben ver- 
sucht werden*). 


$1. 
Die Differentialgleichung (B.—B. S. 161) 


Gr -(Au“3'+.) — () 
habe ein Integral « von der Ordnung u in Bezug auf =’; die Gruppe der 
Glieder geringster Ordnung enthalte die Glieder 


du’ 


(Aust. 


Au” 2? u, Au”z”. 
Der für « sich ergebende Werth 
asia +1—-# 
a +1—.o 


(B.—B. Nr. 75, S. 162) erscheint in unbestimmter Form, wenn «+1=e, 
P+1=P' ist. Zwei Glieder, deren Exponenten diese Bedingungen erfüllen, 
können unter Umständen die Gruppe der Glieder geringster Ordnung für 
ein Integral von nicht rationaler Ordnung « bilden. Der B.—B. Nr. 76 
construirte Linienzug, dessen einzelne Theile die rationalen Ordnungszahlen 
bestimmen, enthält unter unserer Voraussetzung einen doppelten Punkt 
(a, +1) = (@'+1, 2’), welcher den Schnittpunkt P, zweier auf einander 
folgenden Linien P,_,P; und P,P;,, bilden möge. Diesen Linien entsprechen 


die rationalen Ordnungszahlen n und ; 7 in e ): Die beiden dem Doppel- 


punkte P, zugeordneten Glieder der Differentialgleichung seien die Glieder 
geringster Ordnung für die Ordnungszahl u =e+io (e >> 0). Ist also 


4 
lim — = c 
z'u 


endlich und von Null verschieden, so kann wegen 
du’ 


Aug — 
Au'ez'? de’ 
Zur cd, mar = MA 


lim 


die Ordnungszahl nur den Werth 


*) Hinweisungen auf die Briot-Bouquetsche Arbeit werden durch B.—B. mit folgender 
Seitenzahl oder Artikelnummer gegeben. 


n% 


( 
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haben. Wir setzen künftig A’=1, so dass u=A sein muss. Die beiden 
dem Punkte P; entsprechenden Glieder können jedoch nur dann die niedrig- 
sten Glieder der Differentialgleichung sein, wenn R(A), der reelle Theil 


von A, zwischen = und s - liegt. Es wird sich herausstellen, dass die 





Differentialgleichung unter der Voraussetzung 
T<ZRAN< Pr 
im allgemeinen Integrale von der Ordnung A besitzt. 
Die B.—B. Nr. 77 zur Ermittelung der Integrale von der Ordnung 
E angewandte Substitution 
zs =, W=or 


führt zu der Differentialgleichung 


r d 
(0 + )(po+t—- - gq(Av’ +.) = 0. 
Der zu {=0 gehörige Werth v, von v, welcher der Gleichung 


Flo) = pl + )u—g(Avd+--) = 0 
(deren Glieder den auf der Linie P,,P, gelegenen Punkten entsprechen) 


genügt, muss hier, wo es sich um ein Integral von der Ordnung AR (A)> 2) 


handelt, gleich Null sein. Hat der Punkt P, die Abseisse m-+1, ist also 
für ihn =m, e=m-+l, so ist für alle anderen Punkte der Linie P,_,P, 
e >m bzw. e>m+1, die Gleichung 


Fo) = wu (p—gA+) = 0 
hat die (m-+1)-fache Wurzel v,=0. Unsere Differentialgleichung hat nun- 
mehr die Gestalt 
I)’ u’ d m an 
v"+Bt'v +) —= (gA-p)e"t'+ Bro" +---, 


wobei links in der Klammer die Glieder ®’, v', ..., e”"', rechts ©, v', ..., ©" 


fehlen. Es handelt sich nun um die Entwickelung eines Integrals vo dieser 
Differentialgleichung, welches in Bezug auf t die Ordnung gA—p besitzt. 


$ 2. 
Wir haben nun die Differentialgleichung 
dv 
! r 7 1 £. 1} 
ZB,,t AL je 7 =b;.t vr (,a; W, WW =l.,®) 








a a PTR . 
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unter der Voraussetzung 
Bi un B,, tn Bon =0, Bu=1, 


Um 


Bu Fe Aue Eane Bon Pi v, Bomzı =b= gA-—p*). 


Die für diese Differentialgleichung nach B.—B. Nr. 76 zu zeichnende ge- 
brochene Linie enthält als ersten Theil eine Parallele zur Abscissenaxe im 
Abstande 1, welche in dem zweifachen Punkte (m-+1,1) endigt; der sich 


® . [ . . = f" 
anschliessenden Linie entspricht die Ordnungszahl —, 80 dass — = 17 —p 


ist. Da links von dieser Linie keine Punkte liegen, so verschwinden in 


! 


y® . . . ! De I 
der Differentialgleichung alle Coefficienten B,,,, für welche us wi; 


r 


r 


und alle Coeffieienten B;,, für welche ar Br ist. Auf der linken 


bzw. rechten Seite der Differentialgleichung ist also 
Ws+ur mr, ks+ur = (m+1)r. 
Unter der Voraussetzung z - < NA) < 2 - Ist O<NRGb) < —, und wir 


haben die Integrale der Ordnung 5 zu bestimmen. Zur Vereinfachung der 
Differentialgleichung benutzen wir ein (im allgemeinen vorhandenes) Inte- 


r . - . 
gral von der Ordnung r oder ein Integral rter Ordnung der durch die 


Substitution 


entstehenden Differentialgleichung 


rs dv ? 
ZB,,c"o".x = sZB,.c" vr. 


Setzt man zur Berechnung dieses Integrals (B.—B. No. 77) 
v= rw, 


so ergiebt sich für © die Differentialgleichung 


BCE ' dw als! . 
ZB,„.c.te" "(ro a I A 2.7 u 
Nachdem «w, aus der Gleichung 


F(w,) Er rw,ZB, „wi —sZD;, oe =() (Wstwr=mr, Astur = (m+1)ı 


*) Für m=0 ist dies die Differentialgleichung B.—B. Nr. 80 ff. 
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berechnet ist, setzt man = w,+Z und erhält die Differentialgleichung 


r dd k --F(w,).£+*-- 
dx SB,wwe te 








“ ; age a a ren a; ii 


__Fw,) 

ZB; „w#' n 
keine ganze positive Zahl ist*), durch eine für x = 0 verschwindende Potenz- 5 
reihe £ von x befriedigt wird (B.—B. No. 80). Die Differentialgleichung 
zwischen e und x besitzt also ein Integral von der Form 





welche, wenn ZB,,w# (Xs+wr=mr) nicht gleich Null und — 


U . 
pp =E 5 08. 


)=U 


Setzt man 


ER +9, 
so hat man 


ZB, (tyra = sZB, 2" (up y+-- + y#) 


— EB,,u (We yt + y).x = 


Unter Berücksichtigung der Form von g erhält diese Differentialgleichung 
die Gestalt 


ER? | 
ZA,2y”.x I m yZA,,2’y” (a+5r > mr): 


Insbesondere ist A, = Bi. = 1, Am = sB,, = sb, L <NR(sb) < r. 
Beschäftigen wir uns zunächst mit dem Falle r=1, auf welchen 
der Fall r >1 zurückgeführt werden kann. 


$ 3. i 
Der nunmehr zu integrirenden Differentialgleichung geben wir die Form 


,.d 
SA Ed a - — 


aß = = 4 >Ausa”y’ (Hm), 
wo Anl eo= a, 0 Na) <L1liste Für m=0 geht sie in die 
B.—B. No. 72 sowie von Herrn Poincare und Herrn Picard a. a. O0. be- 
handelte Differentialgleichung über. Da wir zur Bestimmung eines Inte- \ 
grals von der Ordnung a, R(a) < 1, die Substitution y = xz nicht anwenden 
können, so setzen wir 

2 = ty, 


*) Diese beiden Ausnahmefälle bleiben von der Untersuchung ausgeschlossen. 


Zn Da er FH are 
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so dass die Differentialgleichung übergeht in 
ZA, AN = yzA,fyt?” 


oder, da Am— Au. = 1—a nicht Null ist, in eine Differentialgleichung von 
der Form 


An alt) 





welcher, da R(-——) wegen 0 <N(a) < 1 positiv ist, genügt wird durch 


eine Reihenentwickelung von der Form 


a j a 
Ten Ar um 
Yy = ge =c,.t (A, n=0.,%), 
worin c„ willkürlich gewählt werden kann*). Dann ist 
1 a 
anne Au —— 
= t 1—a Zc,.t l—a (,u=U .. & * 


und man hat hieraus für £ als Function von x eine Reihenentwickelung 
herzuleiten und dieselbe in den Ausdruck für y einzusetzen. 
Hierzu dient folgender Hülfssatz: Ist 
Y= X20,Xt, G,#u=0,...,%) 


wobei c,„ nicht verschwindet und % einen positiven reellen Theil hat, so ist 


’ 


a: )+ en 
AT RC,LE Au=l...,®), 
Es ist nämlich 

ar 


A7X 


— X" +(u+1)h)e,Xt""; 
aus 
Y = (Cute At At 


ergiebt sich, da c,, nicht Null ist, X’ als Potenzreihe von X und Y, folg- 
lich wird 


ıY 
X =Yy(K, Y), 9(0,)=h, 
*) Vgl. Poincare, Journ. de l’Ee. Pol. cah. 45. Ist *__neine ganze positive 
’ 1—a 


Zahl, so führt die Substitution y = !"z zu einer Differentialgleichung, welche durch eine 
Potenzreihe z von t mit willkürlichem Anfangswerth befriedigt wird (B.—B. Nr. 86). Die 


T. 
Differentialgleichung für y besitzt also hier ein Integral von der Form y=" 3 c;t’ mit 


Ami) 


willkürlichem c,, welche in der obigen allgemeinen Form enthalten ist. 
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wo (X, Y) eine Potenzreihe von X und Y bedeutet. Für X als Funetion 
von Y hat man die Differentialgleichung 


IX 1 
art RN. 90, 0)=-;, 


aus welcher sich eine Reihe von der Form 


Y 


u 


1 r 
X = Y' =C,Y 2 (,a=4U..,®) 
ergiebt. 
Aus der Reihe 


a “ a 


———— 44 u . 
N BE 1l—a ‚ i-G4 


ergiebt sich hiernach 

re 
so dass die Reihe für y die folgende Gestalt annimmt: 

y= NE ne Q,u=l,...,®) 
oder in anderer Schreibweise: 


y zur 2‘ <c,, g+t pa ( — m > ii) 


Hierbei ist ©, bzw. c„ willkürlich zu wählen. Alle betrachteten Reihen 
sind für hinreichend kleine absolute Beträge der Veränderlichen unbedingt 
convergent. Zur Berechnung der Üoefficienten c,, ergeben sich durch Ein- 
setzen der Reihe in die Differentialgleichung Recursionsformeln von der 
(Gestalt: 


i—m E ; 
(+ ua)enc, = 3 ((m-it1)Au,—(A-irlutit2)a) An). int 
i= 


Jedes Glied der rechten Seite ist abgesehen von einem Zahlenfactor von 
der Gestalt A,sCw Cora... oder Azur, wo P+wW+u + = u+m ist. 

Für die Coeffieienten C,, der Reihe in der ersten Form ergiebt sich 
eine Recursionsformel, welche (Aa+u(1—-a))C5C,, ausdrückt durch Coef- 
fieienten C,,, für welche <A, “<< u, Y+w<A+u ist. Der Anfangs- 
ceoeffieient @„ bzw. C,, bleibt willkürlich. 


$.4. 
Die allgemeinere Differentialgleichung, zu welcher wir am Schlusse 
von $ 2 gelangt waren, hatte die Form 


,_d 
ZA ,cy’.X- ii yA 


z ER „x y’ (a tar mr), 
x u 


7 


Saal al SE se 


RE N ER 


er, 





SE BEER EANTER 
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wobei Au = 1; Au, =sb=ra, O <NR(a) < 1, gesetzt werden möge. Die 
Substitution 


r 


Bee 
führt zu der Differentialgleichung 


R dz 1 
! [71 gr a - 
ZA," 3 reihe »2 E A, 


welche die in $ 3 behandelte Form hat, nur dass m durch mr ersetzt ist 
und lediglich durch r theilbare Exponenten von z vorkommen. Nach $ 3 ist 


FE va Sat (a+3r er mr), 


= Ft Zu a>-). 
Hier sind alle ec,,, für welche « nicht durch r theilbar ist, gleich Null. 
Sind nämlich in $ 3 in der Recursionsformel für e,,, in welcher m durch 
mr zu ersetzen ist, alle A,, und A,,;, für welche % nicht durch r theilbar 
ist, und alle bereits gefundenen e,.,, für welche w' nicht durch r theilbar 
ist, gleich Null, so muss, wenn « nicht durch r theilbar ist, in jedem Gliede 
der rechten Seite entweder A,,; bezw. A,; oder einer der Factoren e,.,, 
Cyrus». . verschwinden, da wegen P-+w-+u"+-- = u+mr die Zahlen /, «', 
u, ... nicht sämmtlich durch mr theilbar sein können. 

Folglich ergiebt sich für y = 3” (bei anderer Bedeutung von c,,) eine 


Reihenentwickelung von der Gestalt: 
y= #20," Qz4%lrar 0) 

oder anders geschrieben: 

y= 2° 30, cr (, a ZU A-a ZU (mod, r)), 
Aus dieser Reihe für y geht infolge der Substitutionen 

“wol, 5=l; t=a, V=yH+Yy 

für die ursprüngliche Differentialgleichung ein Integral von der Ordnung 
A hervor. 


Charlottenburg, 16. September 1893. 
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Biegungscovarianten und Differentialparameter. 
(Von Herrn P. Stäckel in Halle a. S.) 


) [3 . - [3 
Bei der Untersuchung quadratischer Differentialformen: 


= a,,dp,dp; (.de1, 2, 3,...,%) 


spielen eine wichtige Rolle gewisse Ausdrücke, welche aus den Coefficienten 
a,, nebst deren Ableitungen und aus willkürlichen Funetionen nebst deren 
Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung rational gebildet sind, weil 
sie die Eigenschaft haben, bei Einführung neuer Veränderlicher in die Aus- 
drücke überzugehen, welche auf dieselbe Weise aus den neuen Grössen 
zusammengesetzt sind. Diese önvariablen Functionen, zu welchen vor allem 
die Beltramischen Differentialparameter gehören, will ich, eine von Herrn 
J. Knoblauch”) für binäre Formen vorgeschlagene Bezeichnungsweise ver- 
allgemeinernd, Biegungscovarianten der betreffenden quadratischen Differential- 
form von r» Veränderlichen nennen. 

Für die Biegungscovarianten binärer quadratischer Differentialformen 
gilt nun der meines Wissens zuerst von Herrn Darbouz**) bewiesene Satz, 
dass, sobald zwei von einander unabhängige Biegungscovarianten der Form 
gegeben sind, alle übrigen aus ihnen mittelst Beltramischer Differentialparameter 
erster Ordnung erhalten werden können. Im Folgenden will ich den ent- 
sprechenden Satz für quadratische Differentialformen von » Veränderlichen 
ableiten. 

Sind » von einander unabhängige Biegungseovarianten 


In Pu Par Pr 
der quadratischen Differentialform: 
a, dp,dp, 


*) Ueber Biegungscovarianten, dieses Journal Bd. 111, S. 277 (1895). 
*) Lecons sur la theorie generale des surfaces, Livre VII. Chap. I (1890). 








RETTET I EL. 
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gegeben, so kann man statt der Veränderlichen p.. p» ..., p, gerade ,, 
Pr +. -, 9„ einführen. wodurch die Form in 


zZ A,.dy,dp, (A, = A,,) 
Y.h 


übergehen möge. Aus der Definition der Biegungscovarianten folgt dann 
sofort, dass alles darauf ankommt zu zeigen, erstens wie man die A,, aus 
den p,, Pa, .... 9, mittelst Beltramischer Differentialparameter erster Ordnung 
gewinnen kann, und zweitens wie sich bei Anwendung desselben Verfahrens 
die ersten partiellen Ableitungen irgend einer Function f aus f, 1, 9» 
y,„ ergeben. 

Zur Definition des Beltramischen Differentialparameters erster Ordnung 
(u, v) führe ich neben dem symmetrischen Systeme der A,, = A,,, dessen 
Determinante mit A bezeichnet werde, das reciproke System, nämlich die 
Grössen A,, ein, welche durch die Gleichungen: 


y' ‚ 7 ı 3 mu 
A » A zu => Eu (: Alu ie 1 + u ) 
definirt sind. und erhalte: 
Aka, v) = ZA. — — 
UV C 4 u og, 


Es ist daher: 


ra. 7 Op; 
Zi = Aus 
A 


u  Oyu OP 


(1.) Ay 9) = 


\ P4 


so dass man umgekehrt die Grössen A,, als das reciproke System zu den 
Grössen S(Yy,, Y,) anzusehen hat. 
Um weiter die partiellen Ableitungen einer beliebigen Funetion f: 
ER: öf 
og, Of, OPn 
in derselben Weise auszudrücken, bilde ich zunächst die zu einem Systeme 


von » Funectionen fi, fa ».-, f„ gehörige Funetionaldeterminante: 


BR ERETE > 


n — D f . a. 5 #84 a 
(4, F;: TEN Pr) Fi f: [1) 


Dann ist identisch: 

öf 

09. ’ 

und es bleibt übrig nachzuweisen, dass auch die Funetionaldeterminante D 


mittelst des Processes A erhalten werden kann. Zu diesem Zwecke be- 
N% 
( 


(11.) Be en en ea) 
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trachte ich die Determinante der Grössen A(f,, f) und finde durch wieder- 
holte Decomposition: 




















' Ofr of} | 
A D of of | 
AB EA a, a, | 
De. Se BR 
Au In, | 5, mv =1,2...,n) 
paar Ta 
= Me dp, | I du!’ 


sodass sich die bemerkenswerthe Identität 


(IL) Alf M| = As nl D’fu fr +++ m) 
ergiebt. Es lässt sich mithin D” in rationaler Weise durch die Grössen 
Alf, fi) und A(y,, 9,) ausdrücken. 
Um jede Biegungscovariante in rationaler Form zu erhalten, muss 
man neben dem Symbole A ein zweites Symbol einführen, welches mit A 
durch die Identität (III.) verknüpft ist. Da aber D keine Covariante ist, 
empfiehlt es sich, nicht D selbst zu nehmen sondern den Ausdruck: 





fr _ 1.09% 5 m 
Kfı, fa, or, f.) Po YA O(p,, P,; x® Pn) ’ 


dessen Covarianteneigenschaft aus (IIl.) unmittelbar erhellt. 
Hiermit ist der Satz bewiesen: 
Alle Biegungscovarianten der quadratischen Differentialform 


= a, dp.dp, 
lassen sich aus n von einander unabhängigen Ausdrücken dieser Art mittelst 
der Beltramischen Symbole A und © bilden. 
Halle a. S., October 1893. 











Untersuchung der Fundamentalgleichung 
einer Gattung für eine reelle Primzahl als Modul 


und Bestimmung der Theiler ihrer Diseriminante. 
(Von Herrn K. Hensel.) 


$ 1. 


Rs sei z eine Wurzel einer beliebigen irreduetiblen Gleichung des 
n-ten Grades mit ganzzahligen Coeffieienten. Alle rationalen Funetionen 
‘= ya) 
von x mit ganzzahligen Coefficienten bilden dann einen in sich abgeschlossenen 
Bereich (&) von algebraischen Zahlen, einen Gattungsbereich in Kronecker- 
scher, einen Körper in Dedekindscher Bezeichnungsweise. Jede Zahl 5 
dieses Bereiches nebst ihren » conjugirten, genügt nun ebenfalls einer 
Gleichung des »-ten Grades, deren Üoeffieienten ganze oder gebrochene 
rationale Zahlen sind, und deren linke Seite entweder selbst irreduetibel, 
oder die Potenz einer irreduetiblen Funetion ist. Im Folgenden wollen 
wir nur die ganzen algebraischen Zahlen des Bereiches ($), d. h. diejenigen 
Grössen & betrachten, deren Gleichung lauter ganzzahlige Coefficienten 

besitzt. 

Bekanntlich kann man nun die ganzen Grössen des Bereiches in 
besonders einfacher Weise darstellen: Man kann nämlich stets ein System 
von » ganzen algebraischen Zahlen des Bereiches (®) 


(1.) 
finden, durch dessen Elemente jede andere ganze algebraische Zahl 
homogen und linear mit realen ganzzahligen Coeffieienten dargestellt werden 
kann. Die Linearform: 


(2.) w, = u tat +u,S, 
stellt also alle ganzen algebraischen Zahlen von (G) und keine anderen 


- 
= 


£ 
1} >23 BLM u Sn 


Un 
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dar, wenn man für die Unbestimmten (w,...,@,) alle von einander verschie- 
denen ganzzahligen Werthsysteme setzt. Aus diesem Grunde heisst das 
System (1.) ein Fundamentalsystem, die Linearform w, in (2.) eine Funda- 
mentalform des Gattungsbereiches (©). 

Die Fundamentalform w, genügt nebst den » zu ihr conjugirten 


Linearformen für unbestimmte ,..., a, einer Gleichung des »-ten Grades: 


(3.) Fw, u, ..„ a)=wW+U we + UM ww’. HUN 0, 
deren Coveffieienten offenbar homogene Functionen von %, ..., a, mit ganz- 
zahligen Üoveffieienten sind. Legt man hier den Grössen # alle möglichen 
ganzzahligen Werthe bei. so erhält man die Gleichungen für alle ganzen 
(Grössen des Bereiches (©) und nur diese; aus diesem Grunde wird jene 
Gleichung für unbestimmte x, ...., @, die Fundamentalgleichung des Bereiches 
($) genannt. Diese Gleichung ist offenbar irreductibel für unbestimmte 
Werthe der Grössen a, denn wenn «, einer Gleichung von niedrigerem als 


dem »-ten Grade genügte, so würde dasselbe von jeder Grösse & des Be- 
reiches, speciell also auch von x gelten, was nicht der Fall ist. Die 
Fundamentalform genügt also für unbestimmte Werthe der Üoefficienten 
ty ..., 2, keiner Gleichung von niedrigerem als dem »-ten Grade. 

Betrachtet man aber die Fundamentalform nicht selbst, sondern ihren 
Rest für eine beliebig gegebene Primzahl p, fragt man also nach der 
Congruenz niedrigsten Grades: 

P(ws, Ur... 9) = Vw’+Vw'”"+-+V, =0 (mod.p), 
welcher die Form w, für unbestimmte «,,..., #, genügt, so wird die Unter- 
suchung wesentlich schwieriger, aber ihr Resultat ist auch von viel grösserer 
Bedeutung. Offenbar genügt wo, für jede Primzahl als Modul der Congruenz 
n-ten Grades 
w+ UN ww... +U” = 0 (mod.p), 

denn ihre linke Seite ist ja gleich Null, also durch jede Primzahl p theil- 
bar. Es könnte aber leicht der Fall eintreten, dass dies für gewisse 
Primzahlen p nicht die Congruenz des niedrigsten Grades ist; wäre dies 
etwa für p der Fall, so würden u. A. alle ganzen algebraischen Zahlen von 
(&) modulo p betrachtet Congruenzen von niedrigerem als dem n-ten Grade 
genügen. 

Die Lösung der Frage nach der niedrigsten Congruenz, welcher die 
Fundamentalform «, für eine beliebige Primzahl p als Modul genügt, ist 
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bis jetzt noch nicht gegeben worden. Ist sie gefunden, so ergeben sich 
unmittelbar eine Anzahl von fundamentalen Sätzen aus der 'T'heorie der 
algebraischen Zahlen, welche in dieser und in einer folgenden Arbeit her- 
celeitet werden sollen und welche zu einem Theile noch garnicht, zu einem 
anderen nur unter Benutzung sehr ausgedehnter Hülfsuntersuchungen be- 
wiesen worden sind. 


$ 2. 

Die im vorigen Abschnitte gestellte Aufgabe kann nicht auf einfache 
Weise gelöst werden, wenn man gleich von vornherein die Primzahl p 
selbst als Modul einführt. Im Allgemeinen verliert nämlich eine reelle 
Primzahl p innerhalb eines Gattungsbereiches (G) die Eigenschaft der Un- 
zerlegbarkeit, sie kann vielmehr als ein Produet von nicht weiter zerleg- 
baren ganzen algebraischen Zahlen dargestellt werden; aber auch diese 
sind gewöhnlich nieht die einfachsten Elemente, was man am leichtesten 
aus dem Umstande erkennt, dass eine solche Zerfällung von p meistens 
auf mehr als eine Art möglich ist. 

Nun hat E. E. Kummer für den Fall, dass die Gleichung für x eine 
Kreistheilungsgleichung ist, gezeigt, dass man jede Primzahl p auf eine 
und auch nur auf eine Weise in ein Produet von sogenannten idealen Prim- 
factoren zerlegen kann, so dass also: 


a = P.P...P 


ist, und dass diese Primfactoren P; in der T'hat für den Gattungsbereich 
(&) alle diejenigen Eigenschaften besitzen, welche den Primzahlen im Ge- 
biete der reellen Zahlen zukommen. Auf dieser Grundlage fussend haben 
dann ZL. Kronecker und R. Dedekind den entsprechenden Nachweis für jeden 
beliebigen Gattungsbereich (&) geführt. Wie man diese Primfactoren de- 
finiren will, ob in geschlossener Form, als Linearformen mit unbestimmten 
Coeffieienten, wie bei Kronecker oder, wie bei Dedekind, als die Gesammt- 
heit von unendlich vielen bestimmt charakterisirten ganzen algebraischen 
Zahlen, ist für die vorliegende Untersuchung völlig gleichgültig. Es kommt 
hier nur darauf an, dass man erkennen kann, ob eine algebraische Zahl 
durch einen Primtheiler P, theilbar ist, oder nicht, und diese Frage kann 
bei beiden Auffassungsarten leicht entschieden werden. Uebrigens wird 
gerade durch die folgende Untersuchung ein einfaches und naturgemässes 
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Verfahren gefunden werden, um die sämmtlichen Primfactoren von p in 
geschlossener Form wirklich darzustellen. 
Es sei also wie vorher 


(4.) p = P.P....P, 


die Zerfällung der gegebenen Primzahl p in ihre unzerlegbaren alge- 
braischen Primtheiler, welche zum Theil auch einander gleich sein können, 
und es möge irgend einer dieser / Factoren mit P bezeichnet werden. Es 
werde dann zuerst untersucht, welches die Congruenz niedrigsten Grades ist, 
der die Fundamentalform w, = %5;+'-+w,$, für den Modul P genügt. Es 
sei nun 

5.) Pl, u, u) VPw + VI. HH V"V=0 (mod.P) 


irgend eine Congruenz modulo P, deren Wurzel die Fundamentalform «w, für 
unbestimmte %, ...., #, ist, d.h. es möge der Ausdruck 2 so gebildet sein, 
dass, nachdem man » durch w, ersetzt hat, die Function: 
Bw; u, ::,%) = Put tu&; ur 20, %) 

für variable u,, ..., a, d. h. so durch P theilbar ist, dass der Coeffiecient jedes 
Potenzenproductes von %,, ..., %, für sich jenen Primtheiler enthält. 

Ist dies der Fall, so bleibt jener Ausdruck auch durch P theil- 
bar, wenn man ihn zur p-ten Potenz erhebt, ihn nach dem polynomischen 
Lehrsatze entwickelt und dann unter Benutzung der bekannten Congruenz: 


(a+b+c+- = a’+b’+c’+.. (mod.p) 
alle diejenigen T'erme fortlässt, in denen keine p-ten Potenzen der Elemente 
a, b, c, ... auftreten. Alsdann ergiebt sich aber die Congruenz: 
Do, u, Wr = Plwi;u,., WW) = Plurst + +uPf; ur,...,u?) (mod.p), 
und diese Ookuiäkee TR natürlich a fortiori für den Primtheiler ? von 
p. Es ist demnach auch der Ausdruck: 
D(ursp+- +urät; uf,...., u) 
für unbestimmte %,, ..., w, durch ? theilbar, == da diese Eigenschaft offenbar 
erhalten bleibt, wenn man »/, ..., u? beziehlich durch «,, ..., %, ersetzt, so erhält 
man, dass auch D(uS?+--+u,82, %, ..., %,) durch P theilbar ist, d. h. dass 
ausser der Fundamentalform w, auch die Linearform: 
w, = möt+ tus 
nothwendig eine Wurzel der Öongruenz (5.) sein muss. 
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Schliesst man genau in derselben Weise weiter fort, so findet man, 
dass, falls w, der Congruenz (5.) genügt, auch alle unendlich vielen Linear- 
formen: 

(6.) w,;, = M, Er Er Le. 5 ?=0U1,2,...) 
ebenfalls Wurzeln derselben Congruenz sein müssen. Dieselben sind indessen 
nicht alle von einander verschieden. Da nämlich für den Modul p also a 
fortiori für den Primtheiler P von p nur eine endliche Anzahl verschiedener 
Zahlen des Gattungsbereiches (®) existiren, so wird in der Reihe der unend- 
lich vielen Linearformen (6.): 

(6*.) Dr 0 10 
eine vw, mit kleinstem Index z existiren, für welche bei unbestimmten 
kr 2. %, ©, = wu, (mod.P), d.h. 


ne ER za. u 
(6°.) us te tun, enmst-+u,S, (mod.P 


ist, weil nämlich die » Congruenzen: 

=... E=E£ (mod. P) 
sämmtlich erfüllt sind. Dann zeigt man in sehr einfacher und bekannter 
Weise, dass die x Linearformen: 


m, — u, 5; +u,$;, + e+4u,8, 

os =-uf +03 +-+u8, 
z—1, u en#%—1 

w,._ı ... ui +5} + +u,5 


für unbestimmte «,,...., #, sämmtlich für den Modul P incongruent sind, und 
dass jede andere Form w, einer von diesen congruent sein muss, dass nämlich 
allgemein 
©, = w; (mold.P) 
ist. 
(renügt also wo, einer Congruenz P(w) == 0 für den Modul P, so sind 


auch %,, %ı, -... @ 


‚-ı Wurzeln derselben. Da aber P innerhalb (®) 
ein Primdivisor ist, so gilt auch hier der Satz, dass ?(w) durch »—w, theil- 
bar ist, falls o, eine Uongruenzwurzel von Pe) ist. Da also ww, ..., @,_, 
sämmtlich von einander verschieden sind, so ergiebt sich, dass », dann und 


nur dann eine Wurzel von Z(w) = 0 ist, wenn die Congruenz besteht: 
Pu) = (w-w)w—w,)...(w—w,_,)F(w) (mod.P), 

wo P(w) ebenfalls eine ganze Function von (w, %,,....a,) mit ganzen 

algebraischen Coetficienten ist. 
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Die Funetion z-ten Grades 


3(w, %ı, :.., %) = (w—w)w—w,)...(w—w,_ı) 
ist nın modulo P betrachtet einer ganzen Function von w, %, ..., %, CON- 
gruent, deren Coefficienten reelle ganze Zahlen sind. Erhebt man nämlich 
diese Funetion zur p-ten Potenz und lässt wiederum alle durch p theilbaren 
Binomialeoeffieienten fort, so geht der Ausdruck für % über m: 


(Fw, u, ..., a)” = (w’—w})...(w’—w?_,) (mod.P), 
und wenn man beachtet. dass die Potenzen 


DEE; 


z—1 


modnlo P beziehlieh mit 
U er " 


übereinstimmen, wenn man überall die Unbestimmten «,, ..., #, durch «#, ..., «2 
ersetzt, so ergiebt sich, dass %(w, “,,...,%,) für unbestimmte w, &, ..., % 


n 


der Uongruenz genügt: 

(lu, u, .., u)? = %lwr, u, ..., u) (mod.P). 
Hieraus folgt aber durch Coefficientenvergleichung auf beiden Seiten dieser 
Congruenz, dass jeder Üoefficient a irgend eines Potenzenproductes von 
W, %Uıy ».., %, In der Entwickelung von ‘5 der Congruenz genügt: 

a—a=0 (mod.P), 

und hieraus endlich, dass jeder dieser Coefficienten einer realen ganzen 
Zahl eongruent ist, dass also die Coefficienten von 


Fl, 0... m) = (ww)..(w—w,.) = w+Uw ++, 


lauter homogene Functionen von %,,...., a, mit realen ganzzahligen Coefficien- 
ten sind. Der Einfachheit wegen möge von vorn herein angenommen wer- 
den, dass alle jene Coefficienten von (w) modulop auf ihren kleinsten 
positiven Nest redueirt sind; dann ist also ‘5(w) eine eindeutig bestimmte 
ganze ganzzahlige Function von w, ,,..., a, mit realen ganzzahligen Coef- 
ficienten, und es ist =, dann und nur dann eine Wurzel von P(w) für 
den Modul P, wenn P(w) der Congruenz genügt: 


D(w) = Ylw)P(w) (mod.P), 
wo offenbar auch die Function F(w) reale Zahlencoefficienten besitzen muss, 
da dasselbe für P(w) und für S(w) der Fall ist. Alsdann besteht aber 
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diese Congruenz auch für die Primzahl p selbst, wenn sie für den Prim- 
divisor P erfüllt is; man erhält somit den wichtigen Satz: 
Die Fundamentalform w, genügt dann und nur dann einer 
Congruenz 
P(w) = 0 (mod.P), 
wenn ihre linke Seite modulo p betrachtet durch die ganzzahlige 
Funetion #-ten Grades 


ys(w) = (w—-w)w—w,)...(w—w, 


theilbar ist, d.h. wenn die Congruenz besteht 
D(w) sw) P(w) (mod.p). 
Hieraus ergiebt sich unmittelbar als Corollar: 

Die Congruenz niedrigsten Grades, der die Fundamentalform 

w, modulo P genügt, ist 
5 (w) 0 (mod.P) 

und ihre linke Seite ist für unbestimmte «,, .... z, modulo p be- 
trachtet irreductibel. 

Zerfiele nämlich 5 in zwei Factoren %, und %, von niedrigerem als 
dem z-ten Grade, so müsste mindestens einer von ihnen für © = w, durch 
P theilbar werden, während $(w) die Funetion niedrigsten Grades ist, welche 
für w = w, verschwindet. 

Die Zahl z, welche den Grad der niedrigsten Congruenz für wo, 
modulo P angiebt, hat für diesen Divisor eine charakteristische Bedeutung: 
sie soll die Ordnungszahl desselben genannt werden. Es ist leicht, eine 
andere Bedeutung dieser Zahl zu finden, welche für das Folgende von 
Wichtigkeit ist. Beachtet man zunächst, dass für beliebige ganzzahlige 
Werthe von #,, .... 4, 

w.= u, 5?" +4,82" (u,S, +.+%, Ey wi?” (mod. Pr 
ist, so folgt aus der Congruenz w, = w, (mod.P) unmittelbar, dass jede 
ganze algebraische Zahl 
= as + +aS, 
des Bereiches (&) der Congruenz genügt: 


E 0 (mod.P) 


Er 5 0 (mod.P) 
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für z<z existirt, der alle Grössen des Bereiches genügen, da sonst schon 
w- = w, sein müsste, 


B4 


Um nun die zweite Bedeutung der Ordnungszahl x herzuleiten, bilden 
wir die beliebig weit fortzusetzende Matrix 


. c - 
>1 2 eo. 3n 
ep ep cp 

(7 \ 1 »2 . Sn 

f 

E .s . * “ 
02 | na 
= pP I ep" 
“ı s °n 


. Vom 
O 


und betrachten sie für den Primdivisor P. Für ihn sind nur die ersten z 
Zeilen derselben von einander verschieden, da die Elemente der (z+1)-ten 
Zeile &7...&2” denen der ersten, die der (z-+2)-ten denen der zweiten ete. 
eongruent sind. Hieraus folgt, dass alle Determinanten der (2-+1)-ten oder 
einer höheren Ordnung von (7.) durch P theilbar sind, da in jeder von 
ihnen mindestens zwei Zeilen einander für diesen Modul ceongruent sind. 
Jenes System, wie weit man es auch fortsetzen möge, ist also modulo P 
betrachtet höchstens vom Range #. Andererseits kann man aber zeigen, 
dass mindestens eine Determinante #-ter Ordnung dieses Systems durch ? 
nicht theilbar ist, d.h. dass dasselbe genau vom Range z modulo P ist. 
In der That wären alle Determinanten <-ter Ordnung des Systemes von 
z Zeilen: 


S| S2 nn S 
D > cc» 
a\ Si Ss, z = 
(d.) z 4% n 
ani—l.,„2—1 n2—1 
N hie; A 


durch P theilbar, so könnte man <% nicht sämmtlich durch P theilbare 
algebraische Zahlen A,, A,, ..., A,_, So finden, dass für alle » Zahlen 


” P 
ns 


Sr 5 2, $, die Congruenz bestände: 


/mb\N\ r cp - pe—1 en 
() Aus; + Ars? +++ A,_,$ = (0 (mod.P) (e1l,2.,M. 
Ist dann W, ireend eine eanze Grösse des Bereiches, also 
> bee) h) 
(7%) W, = U, &, +++ U, E. 


wo U,,..., U, ganze Zahlen oder auch ganzzahlige Formen von %,...,% 


MM 


sein können, und setzt man wieder 


K = US +.-+U,5? 


ı > n9 


=] 
\ 


Im... = UE"1..ıU ep” 


1 
ı>n ° 
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so ergiebt sich, wenn man jene 2 Gleiehungen (7‘.) beziehlich mit A,, 


\ 


A, ..., A,_, multiplieirt und addirt, aus dem Bestehen von (7°.) unmittelbar: 
(7°) A, W,+A, W, ++ +A,. 1 W, 1 —- Ü (mod. P’ . 


i 


Setzt man nun an Stelle von W,,..., W,_, beziehlich: w/, w‘, ..., w;_,, wo 


[4 
h successive gleich einer jeden der z Zahlen 0, 1, ..... <—1l angenommen 
wird, so würde man aus (7) die folgenden 2 Congruenzen erhalten: 


A, +4, +... +A,_, —— Ü 

A,w, +Aw, +--+A,_,w =0 
N TINPBERLNSORrEeTER AR MG (mod. P), 
„—l .”—1 ı N „a—1 

A,w +A,w* ++ +A, ww; en () 





Diese < Uongruenzen könnten aber nur dann zusammen bestehen, ohne 
dass alle x Zahlen A,, ..., A,_, den Divisor P enthalten, wenn die Deter- 
minante 

l 1 er 


W,, m; . . . m 1 Er a n 
. i + 1 ( ni, 
BErEer „u. we 


derselben für unbestimmte «,..., #, durch P theilbar wäre: da aber die z 
Formen w,,..., ©,_, modulo ? sämmtlich von einander verschieden sind, so 
ist die oben gemachte Annahme unstatthaft, und man erhält den Satz: 


Der Rang der beliebig weit fortgesetzten Matrix: 


Ur 


ee 


pP = P 
j 9 +. 


U 


modulo P ist genau gleich der Ordnungszahl # dieses Divisors. 
Es sei nun der Einfachheit wegen die Bezeichnung der Elemente 
des Fundamentalsystems so gewählt, dass die erste Determinante z-ter Ord- 
nung jener Matrix: 


8 » 
(8.) Uri j . Be 
a 
durch P nicht theilbar ist. Dann bilden die z Zahlen 5... <, für den 


r4 


Divisor P in der Weise ein Fundamentalsystem, dass jede Zahl & des Be- 
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reiches modulo P betrachtet auf eine und nur auf eine Weise in der Form 
4,54 +u,s, dargestellt werden kann. Denn aus den x Congruenzen: 


S = ms 9 ++%5, 
cp en ep cp 
> — WU,sı + + +u,S 
| “= | (mod.P) 
Bet __ ep*] | pr 
> = Uısı + +u,5 





bestimmen sich einmal «,,...., «, eindeutig, weil die Determinante / den Divisor 
P nicht enthält; dann aber sind die so bestimmten «,, .... a, auch reellen 
ganzen Zahlen congruent, denn wenn man die Congruenzen zur p-ten Potenz 
erhebt und die Vielfachen von p fortlässt, erhält man genau dieselben 
Gongruenzen für u’, ..., a wie vorher für «,, ..., a,, und hieraus ergiebt sich, 
dass alle Öoeffieienten modulo P realen ganzen Zahlen congruent sind. 
Also erhält man alle modulo P incongruenten Zahlen des Gattungs- 


bereiches (®), wenn man in der Form 


x» 


USt tus 


x 
für @,, ..., #, alle Zahlen der Reihe 0, 1,...,p—1 setzt, und hieraus folgt 
unmittelbar der Satz: 
Die Anzahl aller modulo P incongruenten ganzen algebraischen 
Zahlen des Gattungsbereiches (©) ist gleich p*, wenn 2 die Ord- 
nungszahl des Primdivisors P bedeutet. 


Nachdem im vorigen Abschnitte die Congruenz niedrigsten Grades 
(wow) =0 gefunden ist, der die Fundamentalform », für einen Primdivisor P 
als Modul genügt, soll jetzt nachgewiesen werden, dass der Ausdruck: %(w,) 
äquivalent dem Primdivisor P ist, d.h. dass jene algebraische Form von 
H,....,a, den Divisor P nur einmal, und ausserdem keinen anderen Divisor P’ 
von p enthält. Angenommen nun, (w,) enthielte für unbestimmte «;,...., %, 
den Divisor P nicht bloss einmal, sondern mehrere Male, es sei also ‘y(ww,) 
dureh P’ theilbar, so müsste dies auch der Fall sein, wenn man über «,..... «, 
bestimmte Annahmen macht. Es sei nun 


Ti, = aSı+'"+a,S, 
eine Zahl, welche zwar durch P, nieht aber durch P° theilbar ist: eine solche 
muss es in dem Gattungsbereiche (&) offenbar geben. Betrachten wir dann 








Hensel, die Fundamentalgleichung einer Gattung für eine reelle Primzahl als Modul. 7] 


die Congruenz, der die Function: 


Wut, = (u, +a,)$,4 PER +(w,+a,)S, 
modulo P betrachtet genügt, so geht diese aus J(w, «,,...,«a,) hervor, wenn 


man dort allgemein «, ersetzt durch (w,-+a,) und dann alle ganzzahligen 
Vieifachen von p fortlässt; da aber die z Formen 


or. tn, ::. 8%, t+t7,_,. beziehlih vw, ww, ... ®w 


2—1 
modulo P betrachtet congruent sind, so gilt dasselbe auch von ihren elemen- 
taren symmetrischen Funetionen, und auch, und zwar für den Modul p selbst, 
von den Coefficienten der Funetionen: 


sw; u +@,... ta, und F(w, u, ..., u,). 

Da endlich in jenen Ausdrücken alle Multipla von p fortgelassen sind, so 
sind die entsprechenden Coefficienten in beiden Functionen einander gleich. 
d.h. auch (w,+71,) genügt der Congruenz (8, %, ...,%,) = 0. Wäre nun der 
Ausdruck %(w,) stets durch P’ theilbar, so müsste sonach auch $(w,+1,) 
ebenfalls diesen Divisor enthalten, d. h. es wäre: 

3(w,+7,) = yw) +5 (w)+m45(w)+" 0 (mod.P), 
und da hier nach der über ’5(w,) und über 7, gemachten Voraussetzung alle 
Terme mit Ausnahme des zweiten den Thheiler P enthalten, so müsste das- 
selbe auch von diesem gelten, d. h. es müsste die Congruenz bestehen: 

5 (ww) Elm —w)w—w5)...(wu—w,_,) 0 (mod.P), 

und dies ist, wie oben angegeben, für unbestimmte «,,.... #, nicht der Fall. 

Ebenso leicht kann man nachweisen, dass ‘(w,) auch keinen von 
P verschiedenen Primtheiler P'F von P enthält, solange «,, ...., «, unbestimmt 
bleiben. Zu diesem Zwecke setzen wir speciell wo, =, wo n eine alge- 
braische Zahl ist, die den Divisor P enthält, dagegen P’ nieht; auch eine 
solche Zahl muss ja nothwendig innerhalb (©) existiren. Dann sind w,, also 
auch ®,, ..., ©,_, alle durch / theilbar, es wird daher in diesem Falle: 

S5(w) = (w—w)w—w,)...(w- w,_,) = w* (mod.P 

d.h. es wird Sa) =n* und diese Zahl ist n. d. V. durch P nicht theilbar. 
Damit ist der im Anfange dieses Abschnittes aufgestellte Satz in allen seinen 
Theilen bewiesen. 

Bildet man also die Form: 

p+ FW), 


so enthält diese einmal und nur einmal den Divisor P und keinen anderen 
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Primdivisor, denn wenn dieselbe überhaupt einen Divisor enthalten sollte, 
so müsste derselbe in p aufgehen, also einer der Divisoren P’ sein, und 
dieser ist nieht in %(w,) enthalten, falls er von P verschieden ist. Man 
hat also das Resultat: 
Ist 
5(w) = 0 (mod.P) 
die Congruenz niedrigsten Grades, der die Fundamentalform w, 
genügt, so ist 
P= p+F(w,). 

Es seien nun P und P’ zwei gleiche oder von einander verschiedene 
Primtheiler von P, welche jedoch so gewählt sein sollen, dass das Product 
PP' noch in der Primzahl p enthalten ist, und es seien J(w) und %.(w) 
die Ausdrücke niedrigsten Grades, denen die Fundamentalform «, modulo P 
und modulo P’ genügt. Es soll untersucht werden, welcher Congruenz m, 
für das Produet (PP’) als Modul genügt. Es sei nun 

P(w) = 0 (mod.PP'), 
dann besteht auch a fortiori die Congruenz: 
D(w) zZ 0 (mod.P), 


und dies findet dann und nur dann statt, wenn 


P(w) = Klw)P(w) (mod.p), 


| 


also a fortiori 
Pu) = %lw)P(w) (mod.PP') 

ist. Ersetzt man aber hier » durch w,, so muss sein: 

3(w,) Fw) = 0 (mod.PP') 
oder: 

al -P(w,) = 0 (mod.P'), 
und da der erste Factor überhaupt keinen Theiler von P mehr enthält, so 
muss 7(w,) durch P’ theilbar sein, d.h. es muss w, der Congruenz 

P(w,) = 0 (mod.P') 

genügen, und dies findet dann und nur dann statt, wenn . 

Fu) = Fılw)®,(w) (mod.p) 


ist. Hieraus ergiebt sich also der Satz: 








Hensel, die Fundamentalgleichung einer Gattung für eine reelle Primzahl als Modul. 73 


Die Fundamentalform «w, genügt dann und nur dann der 
Congruenz: 
D(w,) = 0 (mod.PP'), 
wenn die Congruenz: 
dw) = Fluw)F(w)P,(w) (mod.p) 
besteht, wenn also Z(w) modulo p betrachtet durch das Produet 
5(e)%.(ww) theilbar ist. 
Hieraus folgt sofort als Corollar der Satz: 
Die Fundamentalform «w, genügt für den zusammengesetzten 
Modul PP’ der Congruenz niedersten Grades 
(wu) Fl) 0 (mod.PP'); 
ihr Grad ist also gleich (<+z') d. h. gleich der Summe der 
Ordnungszahlen von P und P'. 

Wir wollen auch hier die Zahl (+7) die Ordnungszahl des Divi- 
sorenproductes (PP) nennen. Bekanntlich ist die Anzahl der modulo (PP') 
incongruenten Zahlen des Gattungsbereiches gleich p**”, wenn dieselbe für 
P und P’ beziehlich gleich p* und p*“ ist. Die vorhin gefundene zweite 
Bedeutung der Ordnungszahl gilt also nicht bloss für einen Primdivisor 
von p, sondern ganz ebenso für ein Produet von zwei solchen Divisoren, 
und hieraus folgt ohne Weiteres ihr Bestehen für einen aus beliebig vielen 
Primdivisoren bestehenden Theiler P von p. 

In derselben Weise kann man nun fortfahren, indem man die niedrigste 
Congruenz aufsucht, welcher die Fundamentalform für ein Produet von 
drei und mehr Primdivisoren genügt. So erhält man den folgenden all- 
gemeinen Satz: 

Ist P irgend ein zerlegbarer oder unzerlegbarer Divisor der 
Primzahl p, so genügt die Fundamentalform », modulo P_be- 
trachtet einer Congruenz des niedrigsten Grades: 


F(w) = 0 (mod.P): 
der Grad derselben ist auch hier gleich der Ordnungszahl 2 des 
Divisors P, d. h. die Anzahl der modulo P incongruenten ganzen 
Zahlen des Bereiches (©) ist gleich p“. Eine Funetion Z(we) ist 
dann und nur dann für e=w, durch P theilbar, wenn P(w) 


modulo p betrachtet durch F(w) theilbar ist. 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 1. 10 
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Die Congruenz niedrigsten Grades, der w, für den Divisor P genügt, 


setzt sich aber aus denen für die Primfaetoren von P in einfachster Weise 
zusammen. In der That, ist 


P= P;,P;...P, 


die Zerlegung von P in seine Primfaetoren und sind 


3 (W), 3 (W), “0 3:(W), 
die Funetionen niedrigsten Grades, denen w, für jene ö Primfaetoren genügt, 
so bestimmt sich die Function niedrigsten Grades 5(w), deren Wurzel w, 


modulo P ist, ähnlich wie vorher aus der Gleichung: 


3w) = FW). Frl)... 3). 
Wendet man den soeben gefundenen allgemeinen Satz auf den Fall 


an, dass der Divisor P von p mit p selbst zusammenfällt, und beachtet man 
dabei, dass die Anzahl der modulo p incongruenten Zahlen des Gattungs- 
bereiches (®) gleich p”, d.h. dass die Ordnungszahl von p selbst gleich 
n ist, so ergiebt sich der Fundamentalsatz: 
Die niedrigste Congruenz, der die Fundamentalform «, modulo 

p betrachtet genügt, ist vom »-ten Grade, es giebt also keine 

Primzahl p, für welche die niedrigste Congruenz für die Fundamen- 

talform von niedrigerem Grade wäre, als der der Fundamental- 

gleichung ist. 

Es sei nun 
p = P&P}...Py 

die Zerlegung der reellen Primzahl p in ihre Primdivisoren innerhalb des 
Bereiches (®), und zwar mögen jetzt bereits die gleichen Divisoren zu einer 
Potenz vereinigt, die h Divisoren P,,..., P, also als von einander verschieden 
angenommen werden. Ferner seien: 


3 (0), Be 3.(W) 
die modulo p irreduetiblen Funetionen niedrigsten Grades, deren Congruenz- 
wurzel die Fundamentalform w, beziehlich für die Divisoren P\,,..., P, ist; 
ihr Grad in © werde resp. durch 
u, Te 


bezeichnet. Dann ist die Function niedrigsten Grades F(w), der w, modulo p 
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betrachtet genügt, gegeben durch die Gleichung: 
30) = FW)... 3'(w), 
und da ihr Grad gleich » ist, so ergiebt sich durch Vergleichung der Grad- 
zahlen auf beiden Seiten dieser Gleichung die wichtige Relation: 
n = 0, +2 d, + +20. 
Jede andere ganze ganzzahlige Function, deren Congruenzwurzel modulo p 
die Form w, ist, muss für diesen Modul durch $(w) theilbar sein. Diese 
einfache Bemerkung liefert nun ein Mittel, die A Functionen ,(w)...3,(%) 
direet zu finden und damit auch jede Primzahl p innerhalb (&) in ihre 
Primdivisoren zu zerlegen. Betrachtet man nämlich die Fundamentalgleichung 
F(w, u,, ..., a,) selbst, so wird sie als Congruenz für jede Primzahl p betrachtet 
durch ® = w, befriedigt, weil sie ja dann identisch verschwindet; also 
muss die linke Seite der Fundamentalgleichung Y(w) modulo p betrachtet 
durch %(w) theilbar sein. Da aber der Grad beider Funetionen derselbe 
ist, nämlich gleich z, und da ferner der Coeffieient von «©” in ihnen eben- 
falls übereinstimmt, so ist F(w) modulo p eongruent J(w): und so gelangt 
man zu der fundamentalen Congruenz: 
F(w) le) le)... u (vw) (mod.p). 
oder was dasselbe ist zu der Gleichung: 
F(w) = Fl)... (w)+pF(w). 
Da die Funetionen 5 (%), ..., %5,(@) modulo p betrachtet irreduetibel und von 
einander verschieden sind, so ist die rechte Seite der obigen Congruenz 
nichts anderes als die Zerlegung der linken Seite der Fundamentalgleichung 
in ihre modulo p irreductiblen Faetoren, eine Zerlegung, welche modulo p 
betrachtet eine vollkommen eindeutige und bestimmte ist und in jedem Falle 
direct ausgeführt werden kann. Da aber andererseits %, (wu). »-., 5,(W,) den 
verschiedenen Primdivisoren von p innerhalb (®) äquivalent sind, so ergiebt 
sich die folgende einfache Vorschrift, um die Primfaetoren einer beliebigen 
Primzahl p innerhalb eines beliebigen Gattungsbereiches direct zu finden: 
Um die Primfaetoren einer Primzahl p innerhalb eines Bereiches ($) zu be- 
stimmen, zerlege man die Fundamentalgleichung F(w) derselben modulo p 
in ihre irreductiblen Factoren; ist dann 
F(w) = FW)...” (w) (mod.p). 
so ist 
pe (P+3w))"...(p+ Fr)” 


1 () % 
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die Zerlegung von p in seine Primfaetoren. Sind ferner z,,..., %, die Grade 
von y1(@), ++, 3,(@), so sind diese gleichzeitig die Ordnungszahlen der ein- 
zelnen von einander verschiedenen Primdivisoren, d. h. es ist allgemein 


p“' die Anzahl der modulo P, incongruenten ganzen algebraischen Zahlen 
des Gattungsbereiches (©). 

Dieses wichtige Resultat ist, jedoch nicht vollständig, von Leopold 
Kronecker in seiner Festschrift $ 25 abgeleitet worden. Der a. a. ©. benutzten 
Beweismethode entzogen sich nämlich, wie Kronecker selbst hervorhebt, 
jedesmal eine beträchtlich grosse Anzahl von Primzahlen, nämlich alle die, 
welche in dem Producte: 

1.2.3...(n—2) 


enthalten sind, wenn » die Ordnung der Gattung bedeutet, und diese keine 
Galoissche Gattung ist. Dagegen ist a.a. O. derselbe Satz für beliebige 
ktationalitätsbereiche hergeleitet worden unter der Voraussetzung, dass p eine 
beliebige irreductible Function der auftretenden Variablen ist. Diese Er- 
weiterung des Satzes ist hier nicht gegeben worden, um die Einfachheit 
der Herleitung deutlicher erkennen zu lassen; es ist sehr leicht, den Satz 
auf diesem Wege für einen beliebigen Rationalitätsbereich zu beweisen, wie 
in einer späteren Arbeit dargelegt werden soll. 


$ 4. 

Der Satz, dass die Fundamentalform «», für jede Primzahl p keiner 
Congruenz von niedrigerem als dem »-ten Grade genügt, soll nun benutzt 
werden, um ein weiteres wichtiges Resultat aus der "Theorie der algebraischen 
Zahlen herzuleiten, welches ebenfalls bis jetzt noch nicht vollständig be- 
wiesen worden ist. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir für den Augenblick die » zu der 
Fundamentalform ı, eonjugirten Formen beziehungsweise durch: 


W W, . . .:. D._1 


und die vorher $,, ..., $, genannten Elemente des Fundamentalsystemes nebst 
ihren Conjugirten beziehlich durch: 
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Das Quadrat der aus den n’ Grössen &(” „ebildeten Determinante 
4 o 

D un. 159° 
ist dann eine reelle ganze Zahl, welche die Diseriminante der Gattung (©) 

’ g a 
genannt wird, und deren Kenntniss von fundamentaler Bedeutung für die 
Untersuchung der Gattung ist. Bezeichnet man nun die Discriminante der 
Fundamentalgleichung F(w) =0 d.h. das Determinantenquadrat: 

a 


©, WW ...W 


n—1 


‚n—1 1 ‚n—1 
U ee 


durch D(w,, ..., %,), so wird D für unbestimmte «,, ..., u, eine homogene Form 

von %, ..., %, mit reellen ganzzahligen Coeffieienten, und eine einfache 

Ueberlegung lehrt, dass die Form D(w,, ..., ,) für unbestimmte %,, ..., %, 

durch die Gattungsdiseriminante D theilbar ist und dass Da, ..., «,) ausser 

der ganzen Zahl D keinen einzigen anderen Zahlenfactor enthält. Da näm- 
n—1 


lich 1, w,, w, ..., en ganze Formen des Bereiches () sind, so bestehen 
rn Gleichungen von der Form: 


T x (U 

1 u Ind. + +- HU,„:E! . 
- (U 

= Jg» 4.4 U, .& 2 


(9.) En 


nl __ (0) | (U) 
m, a Di +++ U, 1.n®n 9» 





wo die Coefficienten (U,) ganze Zahlen bzw. ganze ganzzahlige Funetionen 
von %. ..., a, sind. Bildet man die Determinante dieser »' (Grössen 
(9*,) I(u,, .... U) >= IU,;|, 


so wird diese ebenfalls eine ganze homogene Funetion von %, ..., @, mit 
ganzzahligen Coefficienten, und man erkennt leicht, dass sie in der Weise 
primitiv ist, dass ihre Coeffieienten keinen gemeinsamen Theiler besitzen. 
Wäre nämlich #(w,,...,«,) durch irgend eine Primzahl p für unbestimmte 
U, +, 4, theilbar, so könnte man in (9.) » nicht sämmtlich durch p theil- 
bare ganze ganzzahlige Functionen von %, ..., %, 

yo-1) 


yo yw, ni 
so finden, dass, wenn man die erste Gleichung mit V, die zweite mit V, ... 
die letzte mit V=" multiplieirt und sie alle zu einander addirt, auf der 
rechten Seite der so erhaltenen Congruenz alle Coefficienten durch p theil- 


bar sind, d.h. man erhielte das Resultat, dass w, einer ganzzahligen 
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Congruenz 

v9, + /Pw + +Ve Posi = 0 (mod.p) 
von niedrigerem als dem »-ten Grade genügt, was, wie oben nachgewiesen 
wurde, niemals der Fall ist, wie auch die Primzahl p ausgewählt werde. 
Die Substitutionsdeterminante 4 (u, ..., &,) = |U;,| besitzt also für unbestimmte 
U, ++. 4, keinen einzigen Zahlenfactor. 

Schreibt man nun aber die den Gleichungen (9.) entsprechenden 
Systeme für die » zu () eonjugirten Gattungen, und beachtet, dass die reellen 
ganzzahligen Coefficienten U;, bei diesem Uebergange ungeändert bleiben, 
so erhält man die »° Gleichungen: 
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und hieraus ergiebt sich mit Hülfe des Multiplicationssatzes für Determinanten: 


h / <(h) <(h) 
lwi. .r U = U,.- Ulli! a .S, | (Ah: 0, IR ..., n—1), 


oder, wenn man beiderseits zum a erhebt und die Bedeutung der 
so sich ergebenden Ausdrücke beachtet: 
Bi, 6 En, + a 
Es ist also die Diseriminante D(w,, ..., ,) der Fundamentalgleichung durch die 
(rattungsdisceriminante D theilbar, und, was besonders hervorzuheben, die 
erstere besitzt ausser der Gattungsdiseriminante keinen einzigen Zahlentheiler, 
weil 7° keine Primzahl p als Factor enthält. Man kann daher den folgenden 
wichtigen Satz aussprechen: 
Für eine beliebige Gattung (®) ist die Diseriminante der Fun- 
damentalgleichung der Grattungsdiseriminante absolut äquivalent 
d.h. beide besitzen genau dieselben Zahlentheiler. 
Auch bei diesem Satze muss Kronecker diejenigen Zahlen ausschliessen, 
welche in dem Producte 1.2.5...2—2 enthalten sind, und fügt dann hinzu: 
„Ob in Wirklichkeit solche überflüssigen Zahlentheiler in der 
Diseriminante der Fundamentalgleichung vorkommen, habe ich noch 
nicht ermitteln können; ich habe mich vergeblich bemüht, ein 
Beispiel dafür aufzufinden, habe aber ebenso wenig vermocht, dass 
Gegentheil zu beweisen. Jene Beschränkung ist also vielleicht 
unnöthig.“ 
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Durch den soeben gegebenen Beweis ist die Richtigkeit jener 
Kroneckerschen Vermuthung und die ausnahmslose Gültigkeit des von ihm 
zuerst ausgesprochenen Satzes von der Aequivalenz der Diseriminanten der 
Gattung und der Fundamentalgleichung dargethan. 


SD. 

Mit Hülfe des im vorigen Abschnitte bewiesenen Satzes kann nun 
die Bestimmung der Zahlentheiler der Gattungsdiseriminante redueirt werden 
auf die Auffindung aller Theiler der ihr äquivalenten Discriminante der 
Fundamentalgleichung, und diese letztere Aufgabe ist viel leichter zu lösen 
als die erste. 

Um nämlich zu bestimmen, wie oft eine beliebige Primzahl p in der 
Discriminante der Fundamentalgleichung enthalten ist, gehen wir aus von 
der Zerlegung der Fundamentalgleichung in ihre modulo p irreduetiblen 
Factoren d. h. von der Congruenz: 


. m eN m, \ 

Fuw) = 3%..." (mod.p) 
und differentiiren dieselbe nach der Grösse w. Dann ergiebt sich die 
ÜUongruenz: 


Al) 2. N), —1 h ı x | £ ‚ 
F (w) 1 ty, ( 1 T yı Ya lyı DE‘t | mod.p, 
ad,—1 


u oz ns e. 
— Fi .Y b(w) rp p W ), 


und hier ist die ganze Function von w 
dw) = 0%:(Ww)... ww) +I elle)... 
modulo p betrachtet gegen jede der h Funetionen %,, ...., 25, relativ prim, falls 
nicht etwa p in einem der » Exponenten d\, .... d, als Theiler enthalten ist. 
In der T'hat ist ja zum Beispiel: 
DP(w) Fr (mod), 

weil alle übrigen Summanden von 2 durch 7%, theilbar sind, und die Funetion 
auf der rechten Seite ist zu %,(w) modulo p betrachtet theilerfremd, weil 
dasselbe, falls p nicht in d, enthalten ist, von allen ihren A Factoren gilt. 

Ersetzt man nun in der obigen ÜCongruenz « durch w,, so ist die 
rechte, also auch die linke Seite genau durch das Produet 
),—1 


pP P da hi / 


theilbar, weil der erste Summand nur diesen Divisor enthält, während p F(w 
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. Ö Ö . . 4 . 
mindestens durch p=P:;'...P,' theilbar ist. Es ist also: 
! ur d,—1 pn 
F(w,) = (ww) (ww —W;)...(w—w,_,) = Pi... Pi .F, 
wo F zu p theilerfremd ist. Geht man in dieser Gleichung auf beiden “ 
Seiten zur Norm über und beachtet dabei, dass einmal 2 
All 2 e | 
NF (w) = I(w,-w,) = Du, :.., w)=D4s’(u, ..., %) G>%) 
und ferner, dass, wie bekannt und leicht zu erweisen, 
NP) = p“ 
ist, wo x, die Ordnungszahl des betreffenden Primdivisors ist, so ergiebt 
sich die wichtige Gleichung: 
- 2, (9 —1)+22(d:—1)+ +2,08, —1) 
De so) = a 5° 
wo H eine ganze zu p theilerfremde Form bedeutet. Oder endlich, da 


20, + 4+2,d, = n 
und 


art, =r y 
die Ordnungszahl von (P,...P,) ist, so ergiebt sich der wichtige Satz: 
Ist p= P':...P,'" die Zerlegung der Primzahl p in ihre Prim- 


factoren und 
TR A 4 


die Norm des Productes aller von einander verschiedenen Prim- 4 
factoren, so ist die Gattungsdiseriminante genau durch 4 
‚ Ai 


und durch keine höhere Potenz von p theilbar. 

Eine Ausnahme tritt allein in dem Falle ein, dass einer der Expo- 
nenten d,, ..., Ö, durch die Primzahl p theilbar ist. In diesem Falle lehrt 
die vorstehend gegebene Deduction nur, dass die (a—r)-te Potenz von p 
ebenfalls in der Gattungsdiseriminante enthalten ist, aber aus ihr selbst 
geht schon hervor, dass dies nicht die niedrigste Potenz von p ist. Die 
genauere Untersuchung dieses merkwürdigen Specialfalles soll an dieser 
Stelle nicht gegeben werden. 

Als ein Corollar dieses allgemeinen Satzes werde noch der folgende 
hervorgehoben. 

Eine Primzahl p ist dann und nur dann in der Diseriminante 
einer Gattung (®) enthalten, wenn sie innerhalb (G) einen oder 
mehrere gleiche Primfaetoren besitzt. 
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Denn die ganze Zahl »—r ist dann und nur dann von Null ver- 
schieden, wenn mindestens einer der Exponenten d,, d,, ..., d, grösser ist 
als Eins. Hieraus folgt ohne weiteres, dass innerhalb jeder Gattung (®) 
nur eine beschränkte Anzahl von Primzahlen p existirt, welche gleiche 
Primfaetoren besitzen, es sind dies eben allein die T'heiler der Gattungs- 
discriminante; alle anderen Primzahlen besitzen innerhalb (&) lauter ver- 
schiedene Primfaectoren. 

Dem Beweise dieses Satzes und des oben gefundenen allgemeinen 
Theoremes ist die grosse Arbeit von AR. Dedekind: ‚Ueber die Diseri- 
minanten endlicher Körper“ Abh. d. Göttinger Gesellschaft der Wissen- 
schaften Bd. XXIX gewidmet. Mit Hülfe der soeben dargelegten Resultate 
kann man leicht den Gang dieser Untersuchung charakterisiren: 

Herr Dedekind hatte diesen Beweis und allgemeiner eine ganze 
Theorie der Gattungen algebraischer Zahlen so zu geben versucht, dass 
er an Stelle der hier betrachteten Fundamentalform «,, die alle ganzen 
Grössen gleichmässig vertritt, -also mit Recht als eine Invariante der- 
selben angesehen werden kann, eine geeignet gewählte specielle Grüsse 
= a5, +:-+a,f, zu Grunde legte. In dem hier betrachteten Falle suchte 
er also an Stelle von «,, ..., «, ganze Zahlen a,, ..., a, zu setzen, so dass die 
so sich ergebende (zrösse £ modulo p betrachtet einer niedrigsten Congruenz 
von gleich hohem Grade wie die Fundamentalform genügt. Dies würde, 
wie eine einfache Betrachtung lehrt, dann und nur dann der Fall sein, 
wenn die vorher gefundene Determinante: 


\ 


7 a j | 
IU,| -— 4 (u, “048 U.) 


welche für unbestimmte «,, ..., z#, durch p nicht theilbar ist, auch für 
(u =4,..,%=a,) zu p theilerfremd bliebe. Nun fand aber Herr Dede- 
kind selbst, dass der Fall wirklich eintreten kann, und, wie gleich hinzu- 
gefügt werden mag, sehr häufig eintritt, dass jene primitive Form für alle 
ganzzahligen Werthe von ,, ..., @, durch p theilbar werden kann, ein Fall, 
dessen Auftreten in der folgenden Arbeit genau untersucht werden soll. 
Aus diesem Grunde kann der Beweis jener beiden Sätze nicht in der hier 
durchgeführten einfachen Weise gegeben werden, wenn man, wie dies in 
der Dedekindschen T'heorie geschieht, prineipiell von der Untersuchung von 
ganzzahligen Formen absieht und nur die ganzen algebraischen Zahlen 
selbst betrachtet. Herr Dedekind beweist nun a. a. 0. diesen Satz mit den 
Mitteln seiner Theorie auf eine höchst scharfsinnige Weise unter Benutzung 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 1. 11 
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der Begriffe der Ordnungen, ihrer Führer, der sog. complementären Basen ete. 
dadurch, dass er nachweist, dass die Gattungsdiseriminante die Norm eines 
Ideales ist und die idealen Primfactoren desselben bestimmt. So geistvoll 
nun auch jene Herleitung ist, so gehört sie zwar zu den schönsten, aber 
auch zu den schwierigsten der ganzen Dedekindschen Theorie, und es 
scheint, als ob hier die von Kronecker begründete auf die Betrachtung der 
algebraischen Formen basirte Theorie der algebraischen Zahlen, deren 
Elemente hier benutzt wurden, einfacher und naturgemässer zum Ziele führt. 
Diese Annahme wird auch dadurch bestätigt, dass der Entdecker jenes 
Fundamentalsatzes, Herr Dedekind, seinen Beweis desselben erst gesucht hat, 
nachdem er sich von der Unmöglichkeit überzeugt hatte, ihn auf ähnlichem 
Wege zu beweisen, wie dies hier geschah, wenn man sich auf die Betrach- 
tung der algebraischen Zahlen allein beschränkt. 

Endlich sei noch die Bemerkung gestattet, dass die hier benutzten 
unbestimmten Coeffieienten ,, ..., @, der Fundamentalform w, keinesweges 
nur aus formalen Gründen in die Untersuchung eingeführt sind, es ist viel- 
mehr ihre Einführung nothwendig und hinreichend dafür, dass die Funda- 
mentalform alle ganzen Zahlen, die Fundamentalgleichung alle ganzzahligen 
(leichungen des Bereiches durch Speeialisirung ergiebt; ihre Einführung 
ist hier genau ebenso nothwendig, wie die der Unbestimmten, etwa in der 
Theorie der binären quadratischen Formen. Die durch die Zerfällung der 
Fundamentalgleichung in ihre modulo p irreductiblen Faetoren erhaltenen 
Primfaetoren der Zahl p 


P, ge p+%,(wo; Uyooıy U, 


sind somit Formen, deren Unbestimmte ,, ..., a, aufs Engste und Nothwendigste 
mit der hier behandelten Frage zusammenhängen, und ähnlich wird es in 
jedem Falle sein, wo die Kroneckersche Theorie der algebraischen Grössen 
auf ein bestimmtes Problem angewendet wird. Allerdings, und dies ist ein 
wesentlicher Punkt der Theorie Kroneckers, wird dann nachgewiesen, dass 
in einem solchen Theiler ?, nur das System der ganzen algebraischen 
Zahlen p, 5®, &®, ..., von Bedeutung ist, welche in der Entwiekelung von 
P, nach «,, ..., a, die Coeffieienten der einzelnen Producte von Potenzen der- 
selben sind, dass also jene Form ?, ersetzt werden kann durch eine andere, 
deren Coeffiecienten p, &®, &® ,.., dieselben sind, während an Stelle jener 


- 


Potenzenproducte beliebige andere Variablen treten; so kann z. B. P, ersetzt 


ee 
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werden durch die Linearform: 
pt! EV + NEN+.. 

wo 0, ©”, ... wieder Unbestimmte bedeuten, denn auch hier besitzen die 
Oovefficienten p, 5, &®, ..., genau wie vorher als einzigen gemeinsamen 
Theiler den Divisor P. Bei der Darstellung der allgemeinen T'heorie der 
Divisoren, welche Kronecker in seiner Festschrift gegeben hat, ist natur- 
gemäss die Unabhängigkeit der Divisoren von der speciellen Wahl der 
Unbestimmten betont, aber daraus ist nicht zu schliessen, dass dieselben mit 
dem jedesmal behandelten Probleme nichts zu thun haben, vielmehr werden 
bei einer jeden naturgemäss durchgeführten Untersuchung die in ihr auf- 
tretenden Unbestimmten in der allerengsten und nothwendigsten Beziehung 
zu dem behandelten Probleme stehen. 


Berlin, October 1893. 

















Integrable Fälle der Differentialgleichung 
du, - 
(Psy-+P:) Fi +psy’+p:y’+pıy+Ppı =, 


(Von Herrn Woldemar Heymann in Chemnitz.) 


h: neuerer Zeit ist die Gleichung 


BEN , | dy 
1.) (Psy-+P4) Gr 


+py’+py’+pıy+p, = 0 


wiederholt untersucht worden, besonders von französischen Mathematikern 
(Appell u. A.). Zunächst hat man sich mit dem Transformationsproblem der- 
selben beschäftigt und gewisse invariantentheoretische Eigenschaften auf- 
gedeckt. Es sei nur beiläufig erwähnt, dass die Gleichung, wenn p, = (0, 
durch lineare Substitutionen und einfache Quadraturen auf die Normalformen 


do _ 

(2.) naher ol ee . (&) 
und 

> dv ; 

(3. —+u = vo), 

3.) ae, p(o) 
welche also nur von einer gegebenen Function abhängen, gebracht werden 
kann. — Vielleicht interessirt auch die Thatsache, dass die Gleichung 
zweiten (zrades 

/ N 

(4.) () -2Xy+ X, = 0 
mittelst der Substitution 

\ X 
y=335+3%- 


in ein Product 

rn dz ER N dz nz Ä\ 

5 [+ / Hy] es] = 0 

RR " de — +42 / dx RT X, 
zerfällt werden kann, dessen gleich Null gesetzte Factoren von Gleichung 
(2.) nicht wesentlich verschieden sind*). 


*) Vergl. die „Studien“ d. Verf. — Teubner 1891. — S. 348. 
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Was aber das Integrationsproblem anlangt, so ist man meines Wissens 
nicht weit damit gekommen. Ausser dem Falle, in welchem die p, eonstant 
sind, hat noch Herr Elliot (Annales de l’Eeole Norm. Sup. 1890) zwei 
Integrale aufgestellt, die in Bezug auf die abhängige Veränderliche y sehr 
einfach sind, welehe aber einen Anspruch auf Allgemeinheit nicht erheben 
können. 

Man könnte vermuthen, dass die Gleichung (1.) ein Integral besitzt, 
welches, wenn auch complieirt in x, so doch einfach und hinschreibbar 
in y sei. 

Thatsächlich sind in dieser Richtung neuerdings vergebliche Ver- 
suche*) angestellt worden, und es dürfte daher angemessen sein nachzu- 
sehen, ob die Veränderliche y nicht auch zuweilen complieirtere Verbindungen 
innerhalb des allgemeinen Integrals eingeht. 

Ich werde nun zeigen, dass die abhängige Veränderliche der Gleichung 
(1.) schon unter sehr einfachen Voraussetzungen für die Coeffiecienten p, 
mindestens so verwickelt im allgemeinen Integral angetroffen wird, als man 
dieses von der unabhängigen Veränderlichen bei Riceatischen Gleiehungen 
gewöhnt ist. Genauer gesprochen: In gewissen, immerhin noch einfachen 
Fällen wird y das Argument von Transcendenten, welche letztere durch 
Riccatische Gleichungen definirt sind. — Durch diese Betrachtungen kommen 
von selbst einige in der Ueberschrift gemeinte integrable Fälle der Gleichung 
(1.) zur Sprache, von denen ich annehmen kann, dass sie neu sind. 


I. 
Wir gehen aus von der Gleichung*”) 
6.) (a+Ps- v2 +J2) 9 ++ 2)y + + r)yt+ ln the) = O 
\Y ae u PS w ) dx ER 27T [22: ,Yy (Hırı 1 )Y I KW (Fu: IF . 


welche, wie ich an anderer Stelle gezeigt habe, mittelst der Substitutionen 


a’ +b'u a'’+b"v ud 
Br = 


ce +du A Ir Eu ıw du 


auf die Differentialgleichung der Gaussschen hypergeometrischen Reihe (mit 





*, Vergl. Güntsche, Dissertation, Jena 1891. — Haenizschel, d. Journ. Bd. 112, 


**) Vergl. die genannten „Studien“. S. 61—64. 
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dem vierten Element «) zurückgeführt werden kann. Nun braucht man in 


(6.) bloss die Veränderlichen z,y unter einander zu vertauschen, um die 
Gleichung 


(7.) (a2 +0+0)+ Gr tat By) SE +a+ßy+yyY+dy = 0 


zu erhalten, welche einen Speeialfall von Gleichung (1.) darstellt. 

Dieser Vorgang kann trivial erscheinen. Er ist es aber deswegen 
nicht, weil die Gleichung (6.) bisher wenig beachtet und nie von anderer 
Seite mitgetheilt worden is. Wenn man will, kann ebenso (7.) als ur- 
sprüngliche Gleichung angesehen werden, und sie dürfte die allgemeinste 
ihrer Art sein, welch sich noch mittelst der kypergeometrischen Reihe inte- 
griren lässt. 

Das vierte Element der Reihe ist nach der Vertauschung von 
x mit y 
a—c'y 
b'’—d'y ' 





um — 


also erscheint y sowohl in als ausserhalb derselben. 


Il. 
Versteckter als diese Integration ist nachfolgende, welche auf eine 
Differentiations- resp. Substitutionsmethode hinausläuft. — Es werde voraus- 


gesetzt, dass sämmtliche Coeffieienten p; der Gleichung (1.) lineare Func- 
tionen seien. Dann kann man aus (1.) eine zweite Gleichung derselben 
Art ableiten, deren Coeffieienten bis zum sechsten Grade aufsteigen, ohne 
natürlich völlig allgemein zu sein, und das Integral der einen folgt aus 
dem der andern. 

Die Gleichung (1.) lässt sich, wenn 


a ne + P;® G=0,1,...,5) 


auf folgende Art schreiben 


\ 


d 2 
(&;y-+ 04) — ty +toy’+ay+o 





' d Bin 2 | 
+2|(Bsy-+B) Fr +P;Y + By’ +Bıy+ßo] 


, 
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und führt man die Bezeichnungen 


dy ' 
+: Yı 
und 
y+n=Aly), Sy toy’+ay+o,= Ay). 


By+ßı=By). Py’+Pay’+Pıy+ Pu = B:(y) 


ein, so lautet die vorige Gleichung einfach 


1y+A 
(8.) PET nn. Va 
By, +B, 
. .. 1 ' e i ; dı dıy, 
Differentiirt man diese einmal nach x und berücksichtigt, dass n = 7 
UdT dy 


so resultirt 


dy 


 (By+B.)(Ay, + A}) 


-(Ayı +4 )(Biy,+B}). 


d.h. eine Differentialgleichung der verlangten Art mit den Veränderlichen 
y und y,. Unter A’, B’ sind die Ableitungen von A, B nach y zu ver- 
stehen. Trägt man den Werth von x aus (8.) in das Integral der ursprüng- 
lichen Gleichung (1.) ein, so ergiebt sich dasjenige von (9.). 

Soll nun die eben mitgetheilte Substitutionsmethode eine eigentliche 
Integration vermitteln, so ist dafür Sorge zu tragen, dass entweder (1.) oder 
(9.) an sich integrabel werde. Ein Fall, welcher sich von selbst darbietet, 
ist der, wenn 


pB>pn=-0, dh Au, =), 


denn dann wird (1.) Speecialfall von (6.). Die Gleichung (9.) wird sonach 
integrabel, wenn A, und B, gegebene Constanten und A, und B, beliebig 
vorgelegte Functionen zweiten Grades in y sind. 

Ein Beispiel, welches die wiederholte Anwendung der vorigen Methode 
gestattet, liefert die Aiccatische Gleichung 


\ dı 
(10.) z +aee+Py =V. 
a dy, h 
Füı "ne „er re. entspringen aus ihr nach einander folgende integrable 


Speeialfälle der Gleichung (1.): 
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| 
(11.) Yo, tet 2Byy = 0, 


/ dy, & ’ 
(12.) . —ı-- —u+2ßP =. 
\ / Y: dy, y' Yır [? 


Aus diesen Angaben dürfte zweifellos hervorgehen, dass eine Inte- 


gration der Gleichung (1.) in geschlossener Form im Allgemeinen »icht in 


Aussicht steht, weder in Bezug auf die abhängige noch die unabhängige 
Veränderliche. 


Chemnitz, December 1893. 











Bemerkungen über die Frenet-Serretschen Formeln 
und die analytische Unterscheidung 
rechts und links gewundener Raumcurven. 
(Von Herrn Adolf Kneser in Dorpat., 


$1. 


Einleitung und Formulirung des Problems. 


E der Infinitesimalgeometrie der Raumeurven ist ein Gleichungs- 
system von fundamentaler Bedeutung, welches die Differentiale der Rich- 
tungscosinus der Tangente, Hauptnormale und Binormale durch diese Grössen 
selbst, die Krümmung und Torsion ausdrücken lehrt. Auf den bezeichneten 
drei Geraden seien positive Richtungen so fixirt, dass sie bei der obigen 
Reihenfolge derselben ebenso zu einander liegen wie die positiven Axen 
der Coordinaten x, y, 2, und zwar sei die positive Richtung der Tangente 
willkürlich, diejenige der Hauptnormale gehe vom Punkt der Curve zum 
Krümmungscentrum hin, womit dann die positive Richtung der Binormale 
von selbst eindeutig bestimmt ist. Nennt man dann das Bogenelement ds, 
den Krümmungsradius o und die Tlorsion 1:7, bezeichnet man ferner durch 
a, ?, y die Richtungseosinus der definirten positiven Richtungen, indem 
man den Index 1 der Tangente, 2 der Hauptnormale, 3 der Binormale ent- 
sprechen lässt, so bestehen die Gleichungen 


de, & da. a & de, & 


1.) ds 4 tr en 


0 0 T 


und zwei ähnliche Systeme, in denen nur entweder 2 oder y an Stelle von 
a geschrieben wird. Diese Formeln werden bald nach Frenet, bald nach 
Serret benannt, nach ersterem wohl mit grösserer Berechtigung, da sie in 


einer von ihm verfassten Arbeit*) vorkommen, die schon im Jahre 1847 


*) Frenet, sur les courbes a double courbure, Journal de mathematiques (I. serie) 
t. XVII p. 437. 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 2. 12 
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einer französischen Faecultät als Dissertation vorgelegen hat, während die 
Abhandlung von Serret, in welcher die Formeln (1.) ebenfalls abgeleitet 
werden“), erst im Jahre 1852 erschienen ist. 

Es tritt hier nun der merkwürdige Umstand ein, dass die Krümmung 
stets als positive Grösse, die Torsion aber bald positiv, bald negativ ge- 
nommen werden muss, weshalb auch in manchen Darstellungen die mit dem 
Buchstaben x behafteten Glieder das entgegengesetzte Zeichen haben wie 
in den Gleichungen (1.) Da nun die Torsion zunächst wie die Krümmung 
als eine wesentlich positive Grösse definirt zu werden pflegt, so fragt sich, 
mit welchem Vorzeichen dieselbe versehen werden muss, um für 1:7 in 
die Formeln (1.) eingesetzt werden zu können. Die meisten Autoren über- 
sehen diese Frage, z. B. Serret; in einigen neueren Darstellungen, z. B. 
bei Picard**) und Darboux***) wird eine analytische oder kinematische 
Bestimmung des Zeichens der Grösse 1:7 gegeben, bei welcher unklar 
bleibt, ob die gewöhnliche Formel 

de dy ds 
| 1 


>\ u EERERITE BERNER TEE. ERBETEN VRR AEENE ze 2, 2 
var T (dyd’2z— dzd’y)’+ (dzd’e— ded’s)’+(ded’y—dyd’x)’ a2 dy da 
dc dy dz 


richtig bleibt, oder etwa eine Seite mit dem Minuszeichen versehen wer- 
den muss. Das ist natürlich durch Rechnung leicht zu entscheiden, in- 
dem man die Formeln (1.) zu verifieiren versucht. In der That weisen 
z. B. Jordan) und Laurentyy) durch einfache Ausreehnung nach, dass die 
Formeln (1.) mit dem Ausdruck (2.) richtig sind, indem man für die Grössen 
a, P, y bekannte Ausdrücke einsetzt; es bleibt aber ungewiss, ob die 
analytischen Ausdrücke der Riehtungseosinus den oben geometrisch definirten 
drei Richtungen, oder etwa zum Theil den entgegengesetzten entsprechen. 
Noch anders verfährt Frenet in der eitirten Abhandlung; durch die Rela- 
tionen, die er zwischen den neun Grössen «, 9, y bestehen lässt, werden 
wenigstens indireet die drei fraglichen Richtungen eindeutig definirt und 
dann aus den Formeln (1.) der Ausdruck (2.) abgeleitet. Frenet giebt auch 


*) Serret, Sur quelques formules relatives a la theorie des courbes a double cour- 
bure. Journal de mathematiques t. XVI, p. 193. 
**) Picard, Traite d’analyse t. I. p. 365. 
“*) Darboux, Lecons sur la theorie generale des surfaces t. I, p. 7. 
7) Jordan, Cours d’analyse t. I, p. 278. 
17T) Laurent, Traite d’analyse t. II, p. 373. 
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eine geometrische Unterscheidung der Fälle, in denen die Grösse 1:7 
positiv oder negativ ist; dieselbe ist aber nicht die einfachst mögliche und 
nur eben skizzirt. 

In den folgenden Zeilen wird nun nachgewiesen, dass die Unter- 
scheidung positiver und negativer Werthe von r in den Frenetschen Formeln 
mit der Unterscheidung der rechts und links gewundenen Raumcurven auf eins 
hinausläuft, und es wird eine Ableitung dieser Formeln gegeben, bei welcher 
die geometrische Bedeutung des Zeichens der Grösse 7 von vornherein 
benutzt und die Formel (2.) nachgewiesen wird; die erwähnte geometrische 
Unterscheidung von Frenet ergiebt sich als Corollar. 

Diese einfachen Betrachtungen mögen als ein Beitrag zur voll- 
ständigeren Durchführung des Gauss-Möbiusschen Zeichenprineips in der 
Infinitesimalgeometrie der Raumeurven angesehen werden. 


82. 


Beweis der Frenetschen Formeln mit geometrischer Deutung der Vorzeichen. 


Um mit bestimmten Vorstellungen zu operiren, seien immer die 
positiven Axen der Coordinaten x, y, z nach Westen, Süden und dem 
Zenith gerichtet. Der Sinn einer Drehung um irgend eine Richtung herum, 
d.h. um eine Axe bei fixirter positiver Riehtung derselben, ist dann positiv, 
wenn die Drehung zu der Richtung liegt wie die Drehung von West über 
Süd nach Ost zur Richtung nach oben. 

Man denke sich nun eine Raumeurve dadurch definirt, dass die 
Coordinaten z, y, z eines beliebigen ihrer Punkte P als Funectionen eines 
Parameters £ gegeben sind. Die Differentiation nach # werde durch Accente 
bezeichnet, s sei der Bogen der Curve in der Richtung wachsender Werthe 
von f gemessen, so dass s eine stets positive Grösse ist. Fixirt man dann 
die positive Richtung der Tangente so, dass sie im Berührungspunkte mit 
der Richtung wachsender Werthe von f längs der Curve übereinstimmt, so ist 


x 


Y A 
O, =— ra . ß, 232 jr \ Yı = 0 = 


setzt man noch 

A=ys3-yz, B=3:rT-z:'rT, C=ry'—ıe'y, 
so sind die Coordinaten S, 7, © des Krümmungscentrums gegeben durch 
die Formeln 


i 3 B—-y'C)s’° (2'C—3'A)s’’ ”e y A—ıx'B)s’’ 
ee, rn ARE, 


2#PrC . u 5 
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Den linken Seiten dieser Gleichungen sind also die Grössen «,, fs, y, pro- 
portional und unterscheiden sich von ihnen nur um einen positiven Factor, 
da die positive Richtung der Hauptnormale vom Punkte P zum Krümmungs- 
centrum hingeht. 

In einer Kugel nun, welche um den Coordinatenanfangspunkt O mit 
dem Radius Eins beschrieben ist, ziehe man Radien parallel zu den posi- 
tiven Richtungen der Tangente, Hauptnormale und Binormale; die Endpunkte 
dieser Radien seien T, N,, N,; ihre Coordinaten sind die neun Grössen 
@, 9, y, und der Punkt T beschreibt die sogenannte sphärische Indicatrix, 
deren durch O gehende Tangentialebenen den Schmiegungsebenen der ge- 


gebenen Curve parallel sind. Es seien T und P die dem Parameter t+dt 
entsprechenden Punkte der Indicatrix bez. der Curve, das Differential dt sei 


positiv; dann sind die Componenten der Strecke TT nach den Coordinatenaxen 


X\ _ Ba—0y Eee : Zur, Ay—Br' 
de, = d(-) = — “ MA= I dt, dyı = ? r3 = dt, 


$ 





also von den rechten Seiten der Gleichungen (3.), mithin auch von den 
Grössen «,, %,, y nur um einen positiven Factor unterschieden. Die Rich- 
tung der sphärischen Indicatrix im Sinne wachsender Werthe von £ stimmt 
also mit der positiven Richtung der Hauptnormale, die Riehtung TT mit 
mit ON, überein. 

Die Ebene OTN, sei nun etwa horizontal, die Richtung ON, gehe 
vertical aufwärts; ist dabei OT etwa die Richtung nach Westen, so geht 
der Radius ON, nach Süden bei der vorausgesetzten Orientirung der positiven 
Riehtungen auf der Tangente, Hauptnormale und Binormale. Dann wird 
der grösste Kreis TN,, in welchem die Kugei von der horizontalen Ebene 
OTN, geschnitten wird, in T von der sphärischen Indicatrix berührt, und 
die Richtung TT geht, übereinstimmend mit ON,, nach Süden. Die Indicatrix 
tritt also bei wachsenden Werthen von £ im Punkte Tnach oben und Süden 
oder nach unten und Süden aus der Ebene OTN, heraus, je nachdem sie 
in der Umgebung des Punktes T auf der einen oder andern Seite des 
Kreises TN, liegt. Es trete etwa der erste dieser beiden Fälle ein; dann 
tritt der in T die Indicatrix berührende grösste Kreis der Kugel, dessen 
Ebene & heisse, mit seiner südlichen Hälfte nach oben aus der Ebene OTN, 
heraus, da er die nach oben und bis auf unendlich kleines nach Süden 


zeigende positive Richtung der Tangente des Punktes T enthält. Die Ebene 
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e ist also gegen die horizontale Ebene OTN, im positiven Sinne unendlich 
wenig gedreht um eine Axenrichtung 


g, welche von OT unendlich wenig ver- 
schieden ist. Da nun die Schmiegungsebene in P mit der Ebene & parallel 
ist, so folgt, dass die Schmiegungsebene beim Uebergange von P zu P eine 
unendlich kleine Drehung im positiven Sinne um die positive Richtung der 
Tangente herum ausführt. — Das Entgegengesetzte tritt natürlich ein, wenn 
die Indieatrix in der Umgebung des Punktes T unterhalb der Ebene OTN, 
verläuft, wobei dann aus dieser die nördliche Hälfte der Ebene & nach oben 
heraustritt. 

Verschieden in beiden Fällen ist das Verhalten der Binormale. Es 
gehe der Punkt N, in N, über, wenn man £ durch t+dt ersetzt: offenbar 
ist N, der oben liegende Pol der Ebene e. Dann ist evident, dass der Punkt 
N, im ersten der beiden Fälle nördlich von N, liegt, d. h. dass die Richtung 
N,N, der Richtung TT entgegengesetzt ist; im zweiten Falle sind beide 
identisch; denn die Schnittlinie von e mit der Ebene der Zeichnung ist von 
OT unendlich wenig verschieden, die Richtungen OT und N,N, sind also 
jedenfalls bis auf unendlich kleines zu einander senkrecht. Nach einer 
früheren Bemerkung sind also auch die Richtungen N,N, und ON, im ersten 
Falle entgegengesetzt, im zweiten identisch. Nun sind «,, P,, 7; die Üoor- 
dinaten des Punktes N,, mithin de,;, d/,, dy, die Componenten der Strecke 
N,N, nach den Coordinantenaxen; man kann also jedenfalls setzen 

(4.) De ae ne a, 
wobei z zunächst nur einen Proportionalitätsfacetor bedeutet, der im ersten 
unserer beiden Fälle positiv, im zweiten negativ ist. Damit ist zunächst das 
Zeichen dieser wohl bestimmten Grösse geometrisch gedeutet; ihr absoluter 
Betrag ist durch die aus (4.) folgende Gleichung 
l da?’ + dß? + dy? 


0 2) 


ds 

gegeben. Da nun der Zähler rechts das Quadrat des von zwei aufeinander- 
folgenden Binormalen gebildeten Winkels ist, so ist 1:|z| die T'orsion im 
Sinne der gewöhnlichen Definition. Damit ist gezeigt, dass die Gleichungen 
(4.) mit dem dritten System der Frenetschen Formeln (1.) identisch sind, 
Das erste System der Frenetschen Formeln ergiebt sich unmittelbar 


aus der mehrfach benutzten Identität der Richtungen TT und ON,; aus dieser 
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Identität folgt, dass man setzen kann 


a,ds „ds 


ds 
da — er d3 ,— B,ds r d, mm P: 
1 0 , 121 0 Yı 0 





wobei der Proportionalitätsfaetor @ stets positiv ist. Dass dann 1:e die 
erste Krümmung ist, ergiebt sich aus der unmittelbar ersichtlichen Gleichung 
MIO a Si BBOR EURE REN Re 
0’ ds’ 2 et s' 
Endlich ist das zweite System der Frenetschen Formeln aus dem ersten und 
dritten auf Grund der zwischen den Grössen «, 9, y bestehenden Relationen 
leicht abzuleiten *), 

Hiermit ist unser nächstes Ziel erreicht; bedenkt man, dass die 
Richtung wachsender Werthe von £ als eine beliebige der beiden Fortgangs- 
richtungen längs der Curve angesehen werden kann, so kann man das er- 
haltene Resultat in folgender Weise formuliren. 

In den Frenetschen Formeln (1.) ist die Torsion 1:7 positiv oder 
negativ zu nehmen, je nachdem beim Fortgang längs der Curve die Schmiegungs- 
ebene um die in der Fortgangsrichtung gezogene Tangente eine unendlich kleine 
Drehung positiven oder negativen Sinnes ausführt. 


N 
8 3. 
Die analytische Unterscheidung rechts und links gewundener Curven. 


Die gefundene geometrische Deutung des Zeichens der Grösse 7 ist 
von infinitesimalem Charakter; man kann aber leicht eine Deutung durch 
Lagenverhältnisse endlicher Figuren ableiten. 

Zunächst ergiebt sich aus den Gleichungen 


+ BstYıy = VO, 

+ Btyıy = - us -Ala-Yıya 
mittelst des ersten Systems der Frenetschen Formeln 

0,05 +P,a+YıY3 = ib (+23 +Y2Y5) = 0; 
hieraus folgt 

0a + Pat Yıyı = 0, 


*) Picard 1. c. p. 365. 
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also mit Benutzung des ersten und dritten Frenetschen Systems 


3a =; 
/ 4 . $ u. g’® 
- „ D ! z a ! ! fa] m) Me ! Er / > 2? a,2\ ey « 
(9.) &, %+P, Ps+tYı 73 — —(, 03 — P1ld3 7 173 — ot 3 T # ); 17 2) nn or » 
S 4 


Hier gebrauchen wir die analytischen Ausdrücke von «;,, ß;. 


y, einschliess- 
lich ihres wohldefinirten Vorzeichens. Da die Gleiehung der Schmierungs- 
ebene geschrieben werden kann 

A(&-z)+B(n-y)+C(-2) = 0, 


so folgt zunächst 


As 2 Be Ge S 
OL; — FF 4 [33 — | en. Y; — R 
yA’+B’+C YA’+B’+C’ yA’+B’+C, 
wo die Quadratwurzel positiv und © =+1 ist. Zur Bestimmung von & 


führt die Gleichung 


u; 
=. m Jı 
o=> u A n=+L 


G Ps 9% 


welche aus der festgesetzten Orientirung der Richtungen T, N,, N, folgt: 
bedenkt man, dass die Grössen «,, P,, 7, von den rechten Seiten der Glei- 
chungen (3.) nur um einen positiven Factor unterschieden sind und dass s' 
positiv ist, so folgt, dass die Grösse d sich nur um einen positiven Faetor 
von der folgenden unterscheidet: 


! ! ! 


T y 3 
3B—-yC xC-zA yA-xB = el(#B-yC)’+(2C—z A)+(y A—x'B)}}, 
e A eB el 


Daraus ergiebt sich e= +1. Setzt man die so erhaltenen Werthe von 
@, P3, 7; in die Gleichung (5.) ein, so ergiebt sich 

1 N”. 

1_ _e _ HEBEL) rc), 

= YA +B’+C / So Fe 
oder mit Benutzung des in $ 2 angegebenen Werthes der positiven Grösse 
o und nach leichter Rechnung 


er 
M 1 AB Ho" | 2. ne 
(6.) = ee BIP © 9 
un. . 


eine bekannte Formel, deren Ableitung deshalb nöthig war, weil sie in 
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manchen Darstellungen rechts noch mit einem Minuszeichen behaftet ist, 
wobei dann auch die Frenetschen Formeln entsprechend zu modifieiren sind. 
Jedenfalls ist bei unserer Definition der Grösse 7 das Vorzeichen derselben 
identisch mit dem Vorzeichen der Grösse 


Die geometrische Deutung dieses Zeichens gelingt mit Hülfe eines 
von Schwarz herrührenden Satzes von fundamentaler Bedeutung*), der für 
unsere Zwecke folgendermassen formulirt werden kann. Sind x, y, 3 Fune- 
tionen von £, welche für irgend ein Intervall J dieser Variablen endlich 
und stetig sind und endliche und stetige Differentialquotienten erster, zweiter 
und dritter Ordnung besitzen; sind ferner z,, Y,, 3,, &, ... die Werthe 
dieser Funetionen z&, 9, 2, €, ... für t=t,, so liegt der Werth des 
(Juotienten 


I EEE 
gr Suse BEE m 55 5 a NIE 107 - 
era mn =, 2g ® 
IS EB EEE 


wenn die Grössen i, dem Intervall J angehören, zwischen dem grössten 
und dem kleinsten Werthe des Ausdruckes 


' ' ! 


7% % 3; 
7 7 Tan 
X; Y 36 ae D(t,, lo, t.), 


TE m sr) 


7 %; 37 


die dieser annimmt, wenn die Grössen #,, £,, t- auch dem Intervall J an- 
gehören und die Ungleichungen 

(7.) SR 
bestehen. 

Die Grösse D ist, zufolge der Stetigkeit der in ihr auftretenden 
Differentialquotienten, offenbar eine stetige Function ihrer Argumente, und 
es besteht die Gleichung 

Dt,t,) = 4; 


*) H. A. Schwarz, Verallgemeinerung eines analytischen Fundamentalsatzes, Annali 
di matematica (ser. II) t.X p. 129. Gesammelte math. Abhandlungen Bad. II p. 296. 
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wenn also die Grösse / für irgend einen Werth von £ zwischen irgend 
zwei Grenzen g, und 9, liegt, so kann ein diesen Werth £ umfassendes 
Intervall J derart abgegrenzt werden, dass für alle ihm angehörigen Werthe 
t,, ft, t, auch die Grösse D(t,, t,, £;) innerhalb des Intervalles von g, bis 
g, verbleibt. Bestehen dann für #,, 4, £, die Ungleichungen (7.), so liegt 
nach dem Schwarzschen T'heorem auch der Quotient Q zwischen g, und g.. 
In der Umgebung eines beliebigen Punktes unserer Raumcurve kann also 
ein den Punkt umfassender Bogen derart abgegrenzt werden, dass der für 
irgend vier Punkte 1, 2, 3, 4 dieses Bogens mit den Parameterwerthen 
by ..., £, gebildete Quotient Q von / so wenig wie man will verschieden ist. 

Hieraus ergiebt sich zunächst der in der Geometrie der Raumeurven 


fundamentale Satz *), dass in der Umgebung eines nicht singulären Punktes 


der Raumeurve (>00) ein Bogen abgegrenzt werden kann, der keiner 
Ebene mehr als dreimal begegnet; denn lägen etwa die vier Punkte 1, 2, 
3, 4 in einer Ebene, so wäre Q=0. Aber auch wenn die Grösse 0 von 
Null verschieden ist, hat sie eine leicht angebbare Bedeutung; ihr Zähler 
ist bis auf einen positiven Factor der Rauminhalt des Tetraeders 1234, 
mit dem positiven oder negativen Zeichen nach der Möbiusschen Regel **) 
versehen. Der Nenner ist positiv, wenn eine der Relationen 


| t, u t, a l; _ l;, 
Li, >L>Lt Dt, 


(8) 


besteht; folgen also vier Punkte 1, 2, 3, 4 in dieser Reihenfolge längs der 
Curve auf einander und liegen sie hinreichend nahe bei einem Punkte, in 
welchem die Grösse 4 nicht verschwindet, so hat der algebraische Inhalt des 
Tetraeders 1234 das Vorzeichen der Grösse 4. Die Punkte 1, 2, 3, 4 
können dabei offenbar, entsprechend den beiden möglichen Relationen (8.), 
sowohl in der Richtung wachsender wie abnehmender Werthe von £ auf 
einander folgen, wie denn auch das Zeichen der Grösse / ungeändert bleibt, 
wenn man £ durch —! ersetzt. 

Man kann das erhaltene Resultat erweitern und zugleich präeisiren, 
indem man bedenkt, dass das Tetraedervolumen 1234 sein Zeichen nur 


*) Ein analytischer Beweis desselben ist mir nicht bekannt. Einen geometrischen 
habe ich angedeutet in der Abhandlung: Allgemeine Sätze über die scheinbaren Singu- 
laritäten ete., Math. Annalen Bd. XXXIV, p. 211. 

**) Möbius, Statik $ 63. 
Journal für Mathematik Bd. CXIlI. Heft 2. 
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ändert, wenn die vier Ecken in einer Ebene liegen; es ist dieses Zeichen 
also constant, wenn die vier Ecken nur einem Bogen angehören, der keiner 
Ebene mehr als dreimal begegnet und auf welchem / von Null verschieden 
bleibt, also auch die Torsion 1:7 nicht verschwindet; da nun nach Formel 
(6.) die Grössen z und / gleichen Vorzeichens sind, so hat man jetzt in 
dem Vorzeichen des Tetraedervolumens 1234 die gesuchte Deutung des 
Zeichens, mit welchem die Torsion in den Frenetschen Formeln auftritt, an 
einer endlichen geometrischen Figur. 


4. 
Weitere geometrische ie BEN. des erhaltenen Resultats. 

Das Vorzeichen des Tetraeders 1234 kann unter anderm nach folgender 
Regel bestimmt werden. Der Punkt 5 durchlaufe die endliche Strecke 14 
von 1 nach 4 hin; dann ist das fragliche Zeichen das positive oder negative, 
je nachdem die Ebene [235] sich um die Richtung 23 im positiven oder 
negativen Sinne dreht. Um diese Bestimmung noch anders formuliren zu 
können, untersuchen wir, ob die Ebene [235] identifieirt werden kann mit 
einer Ebene [236], wenn der Punkt 6 den Bogen 14 durchläuft. Eine 
specielle Lage der letzteren wird erhalten, wenn der Punkt 5 in die Lage 2 
rückt; ist £° die Tangente dieses Punktes, so geht dann die Ebene [236] 
in die Lage []23 |” ]*) über. Diese Ebene wird im Punkte 3 von der 
Curve durehdrungen, im Punkte 2 nieht durchdrungen; da nun angenommen 
wird, dass der Bogen 14 keiner Ebene mehr als dreimal begegnet, so hat 
die Ebene [|)23|#”] ausser den erwähnten beiden keine Punkte mit dem 
Bogen 14 gemein; also liegen die Endpunkte 1 und 4 auf verschiedenen 
Seiten der bezeichneten Ebene, dieselbe trifft die endliche Strecke 14. Diese 
Streeke wird also von der Ebene [236] jedenfalls in speciellen Lagen der- 
selben getroffen. — Wenn nun der Punkt 6 den Bogen 14 in ungeänderter 
Richtung durchläuft, so kann der Drehungssinn der Ebene [236] sich nach 
einem der bekannten Staudtschen Sätze**) nicht ändern, da die Ebene 
niemals die Curve berührt und letztere auf dem Bogen 14 keinen Rückkehr- 
punkt besitzt; da ferner die Geraden |14| und |23| sich nicht schneiden, 
so folgt weiter, dass auch der Schnittpunkt (|14|[236]) die Richtung seiner 


“) In der leicht verständlichen Bezeichnungsweise von Schröter. 
**) Staudt, Geometrie der Lage Nr. 208 und 209. Vgl. auch Math. Annalen 
Bd. XXXIV, p. 209. 
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Bewegung nicht ändert. Dieser Punkt gehört aber, wie gezeigt, in speciellen 
Lagen der endlichen Strecke 14 an, seine Anfangslage ist 1, seine End- 
lage 4; derselbe durchläuft also die endliche Strecke 14 genau einmal von 
1 bis 4, und kann demgemäss mit 5 identifieirt werden; desgleichen die Ebenen 
[235] und [236]. Man kann also auch sagen: je nachdem die Ebene [236] 
sich um die Richtung 23 im positiven oder negativen Sinne dreht, ist das 
Zeichen des Tetraeders 1234 positiv oder negativ. 

Jetzt ist leicht einzusehen, dass die Unterscheidung nach dem 
Drehungssinn der Ebene [236] mit der Unterscheidung rechts und links 
gewundener Curven auf dasselbe hinauskommt. Zu diesem Zweck ziehe 
man durch alle Punkte des Bogens 23 Parallelen zu |23|; dieselben bilden 
eine geschlossene, sich selbst nieht durchdringende Cylinderfläche, welche 
in |23| eine Kante besitzt. Die Ebenen, welche diese mit irgend einer 
Generatrix des Oylinders verbinden, sind die Ebenen [236], in welchen der 
Punkt 6 dem Bogen 23 angehört; für die Lagen 2 und 3 erhält man die 
beiden Tangentialebenen 7, und 7, des Oylinders längs der Kante |23\. 
Es gehe nun die Richtung 23 etwa vertical aufwärts; der Schnitt des 
Cylinders mit einer horizontalen Ebene 7 ist eine vom Punkte (|23|n) = ® 
ausgehende und zu ihm zurückkehrende Curve 6, welche in Q die Tan- 
genten |7,n| und 





t,n| besitz. Wegen der für den Bogen 14 geltenden 
Voraussetzungen hat keine dieser Tangenten mit der Curve 6 ausser dem 
Berührungspunkte einen Punkt gemein; die Curve verläuft also, da sie auch 
im Endlichen verbleibt, ganz in einem bestimmten von den Geraden |nr,| 
und |n7,| gebildeten Winkel W. Der Punkt 6’ nun, in welchem der Punkt 6 
sich parallel der Richtung 23 auf die Ebene n projieirt, durchläuft die 
Curve 6 von Q ausgehend und zu Q zurückkehrend, während der Punkt 6 
den Bogen 23 beschreibt; die Gerade |06| dreht sich also ohne Aenderung 
des Drehungssinnes aus der Lage |n77,| in die Lage |nr,|. Eine solche 
Drehung geschieht in der Richtung von West über Süd nach Ost, wenn 
für eine auf der convexen Seite des Winkels W stehende Person die diesen 
Winkel begrenzende Hälfte der Geraden |nr,| nach rechts, also auch der 
Punkt 6° zu Anfang seiner Bewegung von Q aus nach rechts zu gehen 
scheint. Die Drehung der Ebene [236] oder [026] um die Richtung 23 
ist dann positiven Sinnes; bei einer solchen Drehung geht also der Punkt 6, 
von der Aussenseite des Cylinders betrachtet, von der Kante |23]| aus zu 
Anfang seiner Bewegung nach rechts, indem er aufsteigt; der Oylinder wird 
13* 
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also von der Curve 23 nach rechts hin umwunden. Die Curve scheint 
dann bei der angegebenen Betrachtungsweise von links unten über die 
Vorderseite des Cylinders nach rechts oben zu gehen, also so wie die ge- 
wöhnlichen rechts gewundenen*) Schraubenlinien der Praxis. Bei negativer 
Drehung der Ebene [236] findet natürlich das Entgegengesetzte statt. Man 
kann dieses Resultat wie folgt aussprechen. 

In den Frenetschen Formeln ist die Grösse T positiv oder negativ, je 
nachdem die Curve rechts oder links gewunden ist, vorausgesetzt, dass die 
Coordinatenrichtungen so zu einander orientirt sind wie die Richtungen nach 
Westen, Süden und oben. Hat der Bogen AB der Curve mit keiner Ebene 
mehr als drei Punkte gemein und läuft der Punkt C längs der Curve von A 
nach B, so dreht sich die Ebene |JABC] um die Richtung AB bei rechts- 
gewundenen Curven in demselben, bei linksgewundenen im entgegengesetzten 
Sinne wie die Drehung von West über Süd nach Ost um die Richtung 
nach oben. 

Um endlich auch die Frenetsche Unterscheidung der beiden bezeich- 
neten Fälle abzuleiten, lasse man die Punkte 2 und 3 zusammenfallen, 
wobei dann offenbar der Drehungssinn der Ebene [236] derselbe ist wie 
der Drehungssinn der Ebene [6] um die positive Richtung der Tangente 
{”’ des Punktes 2. Die Projecetion des Bogens 14 hat jetzt entsprechend 
dem Punkte 2 eine Spitze Q; die Richtung der Rückkehrtangente nach 
der concaven Seite der Spitze hin stimmt, wie plausibel ist und gleich 
noch bewiesen werden soll, mit der positiven Richtung der Hauptnormale 
überein; geht dieselbe in der horizontal gedrehten Projeetionsebene etwa 
nach Westen, so geht, da die Tangente nach oben zeigt, die Binormale 
nach Süden. Liegt die Projeetion des Punktes 1 nördlich der Hauptnormale, 
so geschieht die Drehung des Strahles 06’ in der Richtung von West über 
Süd nach Ost, dann ist also die Drehung der Ebene [46] positiv; die 
Projeetion durchdringt in diesem Falle die Hauptnormale, die Raumecurve 
also die Schmiegungsebene in derselben Richtung wie die Binormale in 
ihrer positiven Richtung. Das Entgegengesetzte tritt ein, wenn die Drehung 
der Ebene [6] negativen Sinnes ist. Damit hat man das von Frenet an- 
gedeutete Resultat: die Grösse rt in den Frenetschen Formeln ist positiv oder 


*) Die Bezeichnungen rechts und links gewunden werden oft auch im entgegen- 
gesetzten Sinne wie hier gebraucht. 
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negativ, je nachdem die Curve ihre Schmiegungsebene in demselben oder dem 
entgegengesetzten Sinne wie die positive Richtung der Binormale durchdringt. 

Es bleibt nur noch nachträglich zu zeigen, dass die Grenzlage der 
Richtung 06’, wenn der Punkt 6 in die Lage 2 rückt, mit der positiven 
Richtung der Hauptnormale dieses Punktes übereinstimmt. Zu diesem 
Zwecke führe man in der Normalebene des Punktes 2 die rechtwinkligen 
Coordinaten X und Y ein, deren positive Axen die positiven Richtungen 
der Hauptnormale und Binormale seien; beziehen sich dann die Grössen 
o, ß, y auf den Punkt 2, so hat man offenbar 


A = (er —m)+Ply—-yYy)tY:l3— 2), 

X = „re +Py+Yy2 = 0, 

X = ge +Ry"+y2. 
Nun sind die Grössen «,, f,, 7, nach $ 2 von den Grössen 

(3B-yC), (2C-z3A),, (yA-x'B), 
nur um einen positiven Factor verschieden, wobei der Index 2 bedeutet, 
dass ?=1t,; also kann man setzen, wenn f ein positiver Factor ist, 

X" = f(z"(#B-yC),-+y" (ae C—-3A),+2"(y A—x'B),); 
für {= t, wird demnach 
X" = f(A+B’+C°) 

also positiv. Die Projeetion der Curve auf die Schmiegungsebene, welche 
als Ebene 7 betrachtet werden kann, geht also von Q aus nach der positiven 
Richtung der Hauptnormale hin, wie behauptet wurde. 


Dorpat, October 1893. 














Ueber Biegungen von n-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten. 


(Von Herrn Paul Stäckel in Halle a. S.) 


I einer Note: Zur Theorie des Gaussschen Krümmungsmaasses (dieses 
Journal Bd. 111 8. 205) hatte ich ein Verfahren zur Ermittelung von Biegungs- 
invarianten krummer Oberflächen angegeben, welches in einfacher Weise 
zum Gaussschen Kriümmungsmaass führt und dessen Invarianz erkennen 
lässt. Dasselbe Verfahren kann auch bei den Biegungen von n-fach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeiten angewandt werden, für welche das Quadrat des 
Linienelementes eine wesentlich positive quadratische Differentialform von 
» unabhängigen Veränderlichen ist. Ein Theil der Ergebnisse, zu welchen 
man so gelangt, ist bereits in Abhandlungen von Monro*) und Schur**) 
enthalten, auf welche ich noch zurückkommen werde. Von den neuen Er- 
gebnissen möchte ich einen sehr einfachen Beweis für die Invarianz des 
Riemannschen Krümmungsmaasses hervorheben. 

Der eigentlichen Untersuchung schicke ich einige vorbereitende 
Dätze voraus. 

Gegeben sei eine wesentlich positive quadratische Differentialform: 


(1.) Am <a, dp,dp;; 


dabei sollen die Indices, wie stets im Folgenden die kleinen deutschen Buch- 
staben, die Werthe 1, 2, 3, ..., » durchlaufen. Sieht man A als das Qua- 
drat des Linienelementes einer »-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit M, an, 
deren Biegungen zu untersuchen sind, so muss man vor Allem eine (»-+r)- 
fach ausgedehnte ebene Manmnigfaltigkeit M,,, haben, aus welcher sich die 


*) On Flexure of Spaces, Proceedings of the London Mathematical Society, Vol. IX, 
S. 171 (1875). 

**) Ueber die Deformation der Räume constanten Riemannschen Krümmungsmaasses, 
Mathematische Annalen, Bd. 27 (1886). 
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M, vermöge der »-+r Gleichungen: 


(2.) 2. ges 2;(Pı, Pıy » ++; P.) a RE 
ausscheiden lässt, vermöge deren nämlich das Quadrat des Linienelementes 
der M,.,: 

(3.) u“ = > de! 


i=1 
in die gegebene Differentialform A übergeführt wird. Denn wie die Bie- 
gungen krummer Oberflächen im Euklidischen Raume vor sich gehen, ebenso 
muss bei der Biegung höherer Mannigfaltigkeiten ein ebener Raum vor- 
handen sein, in welchem der Deformationsprocess vor sich geht. 

Nach dem Vorgange von Ricei*) sollen die M, in Klassen getheilt 
werden, welche durch den kleinsten Werth von r charakterisirt sind. der 
ausreicht, damit die Gleichungen (2.) befriedigt werden können oder, was 
dasselbe ist, damit es möglich ist, dem Systeme der 4n(»-+1) partiellen 
Difterentialgleichungen: 


(4.) - än, Ep rl... 

durch »-+r Functionen z,, 2, ..., &.,, Zu genügen. Hieraus hat Schlaefli**) 
geschlossen, dass r im Allgemeinen den Werth 42(»—1) hat und nur für 
besondere Mannigfaltigkeiten kleiner wird, eine Behauptung, welche von 
Ricei*”**), Killingy) und Schuryy wiederholt worden ist. Sie dadurch zu 
begründen, dass „m+n partielle Differentialgleschungen für m--n Functionen 
stets Lösungen mit willkürlichen Functionen haben,“ scheint mir freilich nicht 
sanz ausreichend zu sein; einen strengen Beweis werde ich bei anderer 
(relegenheit mittheilen. 

Um das Verhalten einer M, der Klasse r in der Umgebung eines 


0 (0) 0) 


Punktes 2, 2, --., 2.4, oder pi, P2, --., P„ zu untersuchen, hat man 


0 


31, 3% +++, 3n4r Mach Potenzen von p,—Pp, »--, P„—p, zu entwickeln. Be- 
hält man von den Entwickelungen nur die Glieder erster Ordnung bei, so 


*) Principı di una teoria delle forme differenziali quadratique. Annalı di Mate- 
matica, serie 3, t. XII, S. 135 (1887). 

**) Sugli spazı di curvatura costante, Annali di Matematica, serie 2, t. V, S. 190 
(1871). 

*##) a... 0. Seite 137. 

7) W. Killing, Die nicht-euklidischen Raumformen in analytischer Behandlung, 
Leipzig, 1885, Abschnitt II. $ 12. 
Tr) a.a.0. Seite 173. 
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stellen die »+r linearen Gleichungen: 


f£ Bi (a) 0 
(8. 3-3 = 23° (p.—-Ppi) 


N 


eine ebene n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M, dar, welche die M, in 

diesem Punkte berührt. Behält man auch die Glieder zweiter Ordnung bei: 
6) 3-8 = 2 (M-Pp)t+32E (P-P)(P pr): 

so ergiebt sich eine »-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, welche das Ana- 

logon des osculirenden Paraboloides der krummen Oberflächen ist; sie möge 

als osculirende P, bezeichnet werden. 

Die Darstellung der oseulirenden /, vereinfacht sich erheblich, wenn 
das Coordinatensystem in der M,;, auf besondere Art gewählt wird. Der 
Anfangspunkt sei der Punkt p}, P% ---, P.. In der zugehörigen berühren- 
den W, nehme man irgend ein rechtwinkliges Coordinatensystem der x, 


Loy ..., 2, mit diesem Anfangspunkte an und füge r weitere Coordinaten 2", 
3°, ..., 3°’ so hinzu, dass 
Bi A in 

ein vollständiges System von »+r rechtwinkligen Coordinaten der M,,, wird. 

Dass dies stets möglich ist, zeigt folgende Ueberlegung. Werden in 
einer m-fach ausgedehnten ebenen Mannigfaltigkeit bei gegebenem Anfangs- 
punkte u <m zu einander rechtwinklige Coordinaten angenommen, so be- 
stehen zwischen ihren mw Richtungscosinus die Lu(u+1) Bedingungsglei- 
chungen der Orthogonalität. Um das Coordinatensystem zu vervollständigen, 
hat man m—u neue Axen so zu wählen, dass sämmtliche m Axen zu ein- 
ander rechtwinklig sind, was die Erfüllung von weiteren 

Im(m+1)—tu(u+]1) 
Bedingungsgleichungen erfordert, zu deren Befriedigung die m(m— u) Rich- 
tungscosinus der neuen Axen zur Verfügung stehen. Der Unterschied 
zwischen der Anzahl der verfügbaren Grössen und der Anzahl der Glei- 
chungen ist aber: 
I(m—u)(m— u—]), 

und daher ist die Erfüllbarkeit der Bedingungen nur an das Bestehen der 
Ungleichheit « <m geknüpft. 

Im vorliegenden Falle hat man aber 


m=n+r, u=n, 


EEE HATT ET ee a 


ee end 


D 
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und es ist r>0, weil die M, als Element einer höheren Mannigfaltigkeit 
aufgefasst wird. 

Bei Einführung der Coordinaten &,, &., ...,2,; 3, 2”, ..., 2°’ wer- 
den die Gleichungen der berührenden W,: 


(7.) „) —— (), 
und die der oseulirenden P,: 
8) = 4 Fula,n =) 


Nach diesen Vorbereitungen gehe ich dazu über, das in meiner oben 
erwähnten Note auseinandergesetzte Verfahren auf die Biegungen der M, 
anzuwenden, und bilde zunächst den Ausdruck für das Quadrat des Linien- 
elementes ds der M,, indem ich in den Ausdruck des Linienelementes 


der M,;,: 
(9.) dr, + 23d3” 
für die z ihre Werthe in den x, aus (8.) einsetze. Wird zur Abkürzung 
(10) ZECHE EL) = L, 
gesetzt, woraus 
(11.) DL. =L, 
folgt, so wird genau bis auf die Glieder zweiter Ordnung: 
(12.) ds’ = Z(l+L,+ )deu+ (lat )da.de,. 
G=#t) 


Jetzt denke ich mir in der M,., ausser der M, eine zweite n-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit M, mit dem Linienelemente do gegeben und 
nehme an, dass M, und M, durch Biegung in einander übergeführt werden 
können, oder, was dasselbe ist, dass je zwei unendlich nahen Punkten der 
M, mit dem Abstande ds zwei unendlich nahe Punkte der M 
Abstande do entsprechen, welcher der Gleichung: 

(13.) do = ds 
genügt. Wird dann, was stets möglich ist, durch eine Bewegung der M, 
in der M,;, bewirkt, dass zwei bestimmte, einander entsprechende Punkte 
der beiden Mannigfaltigkeiten — für die M, sei es gerade der Anfangspunkt 
der Coordinaten — und die beiden zugehörigen berührenden M, zur Deckung 
gebracht werden, so lässt sich durch eine Drehung der M, 
samen Punkt auch noch erreichen, dass je zwei entsprechende von ihm 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 2. 14 
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ausgehende Tangenten der M, und M, coincidiren. Es ist daher, wenn die 
Coordinaten des dem Punkte 


RA I it BU 
der M, entsprechenden Punktes der M, in Bezug auf dasselbe Coordinaten- 
system mit 


5 cm, cm, nes [m 


bezeichnet werden, für die Umgebung des gemeinsamen Punktes in erster 
Annäherung: 
(14.) er N et. 


m. 


Un 
Un 


13 


24 


- 
-. 


Es wäre übrigens leicht, diese geometrische Beweisführung durch eine rein 
analytische zu ersetzen. 

Während die berührenden M, der M, und M, im Anfangspunkte 
übereinstimmen, können die zugehörigen osculirenden P, von einander ab- 
weichen, aber es bestehen zwischen ihnen Beziehungen, welche ihren Ursprung 
darin haben, dass M, und M, durch Biegung in einander übergeführt werden 
können. Um diese Beziehungen zu finden, hat man auch für die M, das 
(Juadrat des Linienelementes do zu bilden und zu untersuchen, wann für die 
Umgebung des gemeinsamen Punktes die Gleichung: 


(13.) ds = do 
identisch besteht. 
Wird für die M, in ähnlicher Bezeichnung wie für die M,: 


(15.) ze 2 ar (Ca = 5) 
und: 

(16.) entre) = Ass 
gesetzt, woraus wieder: 

(17.) Hu = As 
folgt, so ist genau bis auf die Glieder zweiter Ordnung: 

(18.) do’ = 214 At dt (Aut )ds.ds;. 


(#1) 
Da dem Punkte (z,, 2, ..., ©,) der Punkt ($,, &, ..., $,) entsprechen 
sollte, so sind auf der rechten Seite von (18.) die Grössen &, &, ..., &, als 
Funetionen von 2, &, ..., x, aufzufassen, wodurch do’ in eine quadratische 
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Differentialform der x, &;. ..., x, übergeht, die vermöge der Gleichung 
(13.) ds‘ = do’ 

mit der durch (12.) gegebenen Differentialform ds’ identisch sein muss. Das 

ist aber nur möglich, wenn die Coeffieienten entsprechender Producte dx, de, 

auf beiden Seiten übereinstimmen, und hieraus entspringt ein System von 

In(n-+1) Gleichungen, zu dessen Aufstellung ich mich nunmehr wende. 
Um do’ zu transformiren, muss man die &, nach Potenzen der 

E, Ta, ..., ©, entwickeln und findet, da in erster Annäherung &,=x, war: 


(19.) S, me +3 EG: TR, + 1 Hr x,2.2, +. 
ER a7" ss 


Wenn noch festgesetzt wird, dass die Üoefficienten @/ und H{% bei Ver- 
tauschung der unteren Indices denselben Werth behalten, so ist 
(20.) ds, = de, + 2@G@ 2.da, +4 2 HyYza,de, +, 


6: 

ein Ausdruck, welcher zeigt, dass bei Ai Entwickelung der 5, auch die 
Glieder dritter Dimension berücksichtigt werden müssen, weil nur so die 
Coeffieienten der transformirten Differentialform do’ genau bis auf die 
Glieder zweiter Ordnung erhalten werden und dadurch eine Vergleichung 
mit den entsprechenden Coefficienten von ds’ möglich wird, welche genau 
bis auf die Glieder zweiter Ordnung berechnet worden waren. 

Dieselbe Genauigkeit genügt aber auch bei do’, und man braucht 
daher in den Ausdrücken A,,, welche homogene Funetionen zweiten Grades 
der 5, sind, überall nur £, durch &, zu ersetzen, wodurch A, in: 


( ı? 
a HC )w.n, 
V 


(21.) Zn 


IV 


N 


Le 4 


übergeht. Da mithin in do’ die Ovefficienten der Producte dS,dS,, in denen 
a=+b ist, homogene Funectionen zweiten Grades der x,, ©, ..., z, sind, 
darf man, wenn a#+b ist, bei der Transformation einfach dx,dx, statt 
d3,dS, setzen. Dagegen muss man bei den Grössen ds; die Glieder zweiter 
Ordnung hinzunehmen und hat demgemäss statt ds, zu substituiren: 
dz,+2 = G,. v.de,de, + ade) +, +2 = Hin. x,dx.dr,. 

Auf diese Weise erhält man its genau bis auf die Glieder 
zweiter Ordnung: 
do y -_ Z(14A.+- -)de, r=6 kn tr ..)de,de, 


(22.) (@ - 6) 
+ 22 5 > a zda,de,+ (Zi r.de;) + > HR x.x,dıe,de,. 
b,c a,b,c,d 


14* 
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Vergleicht man (12.) und (22.), so ergiebt sich, dass in den Coef- 
ficienten von ds’ ausser den constanten Grössen Eins nur Glieder zweiter 
und höherer Ordnung vorkommen, während in do’ ausser denselben con- 
stanten Gliedern Eins Glieder erster, zweiter u. s. w. Ordnung auftreten. 
Daher müssen die linearen Glieder in den Üoefficienten von do’: 


(+ G)x, 


identisch verschwinden, mithin die Grössen @{? den Gleichungen: 


23.) GD+D = 0 
genügen. 
Man hat daher: 
(23.) Gr +" = 0, 
(24.) G\) +9 = 0, 
(25.) a+aR =, 


folglich müssen alle Grössen @{?? identisch verschwinden. Sollen also die 
linearen Glieder aus den Coefficienten von do’ herausfallen, so muss 


f® u >, N 
(26.) = 2, + 2Ho 80m; 
sein. 


Legt man diese Entwickelungen der &, zu Grunde, so ergiebt die 
Vergleichung der Glieder zweiter Ordnung in (12.) und (22.): 


(27.) ab A; zn <( Hi2+ H&®)«. Tr 


Aus jeder der 4»(a+1) Gleichungen (27.) erhält man aber wiederum 
In(n-+-1) Relationen, weil die Coeffiecienten der einzelnen Producte z,x, auf 
beiden Seiten übereinstimmen müssen, und findet so das System von 
1n°(a+1)’ Gleichungen: 


H) 2 )tE lau CH on) = Hat Hin 


zwischen den r»(»-+1) Grössen 3% und 5%), die für die osculirenden P, der 
M, und M, in dem gemeinsamen Punkte charakteristisch sind, und den 
In’(n-+1)(n+2) Coeffieienten H{Y, welche bei der Entwickelung der Grössen 
5, nach Potenzen der &,, &;, ..., x, auftraten. Da nun 


1n’(a+1)’—An’(n+1)(n+2) = 5n’(n’-—-1) 
ist, so wird man vermuthen, dass die Gleichungen (H.) im Allgemeinen nur 
dann bestehen können, wenn ein gewisses System von -I;n’(n’—1) Relationen 











Stäckel, über Biegungen von n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten. 109 


zwischen den rn(n+1) Grössen z2(/ und 5% identisch erfüllt ist. Dass es 
sich in der That so verhält, lässt sich folgendermassen darthun. 
Ich setze zur Abkürzung: 


28) Er EDER) = (a) (bb); 


diese Bezeichnung soll andeuten, dass der Werth der linken Seite sowohl 
bei der Vertauschung von a mit c oder b mit d, als auch bei der Ver- 
tauschung von ac mit bd unverändert bleibt. 

Dann gelten für die Grössen H{% die Gleichungen: 








' HR +H®% = (ac)(bd) + (ad) (be), 
(29.) ı HW +H\:} —= (ab)(cd) +(ad)(be), 
| H.;) +H% = (ab)(cd)+(ac)(bd). 
und 
HN-+H{R} = (ab)(ed)+(ac)(bd), 
(30.) H.+Hi = (ac)(bd)+(ad)(be), 
H{®) +H2) = (ab)(d) +(ad)(be). 


Addirt man die Gleichungen (29.), multiplieirt die Summe mit 2, subtrahirt 
die Summe der Gleichungen (30.) und dividirt durch 6, so erhält man: 
H/? = 4[(ab)(c&d)+(ac)(bd)+(ad)(be)]. 

Daher sind alle 24 Grössen H{} einander gleich, welche durch beliebige 
Vertauschung der vier Indices a, b, c, d entstehen, und es muss daher auch 
nach der dritten Gleichung von (29.) (ab)(cd)+(ac)(bd) bei allen diesen 
Vertauschungen denselben Werth behalten. Mithin sind auch bei (ab)(cd) 
selbst alle 24 Permutationen gestattet, und hieraus folgt endlich, dass alle 
sechs Relationen (29.) und (30.) mit der einen: 


(H*.) Hi? = (ab)(cd) 
gleichbedeutend sein müssen. 
Sollen also die In’(n+1)(n-+2) Grössen H;y den In’(n+1)' Gleichungen 
(H.) genügen, so ist nothwendig 
H» = (ab)(cd), 
und die Grössen H;{ bleiben bei allen Vertauschungen der vier Indices a, b, c, d 
unverändert. 


Ehe ich auf die Bedeutung der so entstehenden Gleichungen zwischen 
den Ausdrücken (ab)(cd) näher eingehe, möchte ich eine interessante Fol- 
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gerung aus den Gleichungen (H*.) ziehen. Bildet man nämlich die ganze 
Function vierter Dimension: 


(31.) H = IT, = (ab) (D)L,L,E.Rr, 


deren Coefficienten bei ae der Indices a, b, c, d unverändert 
bleiben, so ist: 


oH 

2° u 1 ua . 

(32.) a ‚Zab)(od)z.=. = + 2 Hinz. Ey, 
folglich lassen sich die Entwickelungen der Grössen &, nach Potenzen der 
2 2.5, z, genau bis auf Grössen dritter Ordnung in der einfachen 
(zestalt: 

oH 

98, = tr 

( ) sı 75 Or, 7 
darstellen. 

Es war: 
(28.) (ab)(d) = Eli zn Ei ce 


Jene Bedingungsgleichungen für das Bestehen des Systemes (H.) lassen sich 
daher in der Form schreiben: 


(J.) 3 - 20) 20) = (6%) MD_LnEn) 


cd bd /)9 
sie entsprechen also genau der Gleichung 


2 2” 2 
31122222 = E 22 En 


welche die Invarianz des Gaussschen Krümmungsmaasses ausdrückt. 
Man erkennt leicht, dass die Relationen (J.) nicht unabhängig von 
einander bestehen, und dass sie im Allgemeinen genau äquivalent 


In (n’—1) 
Gleichungen zwischen den Grössen 2%’ und {£%? sind. Sieht man also die 
M, und damit die 2%’ als gegeben an, so müssen die Irn(n-+1) Grössen 
C der Biegungsmannigfaltigkeit M, den „;n’(n’—1) Gleichungen (J.) 
genügen. 
Die Relationen (J.) finden sich schon in der oben erwähnten Ab- 
handlung von Schur, welcher zu ihnen gelangte, indem er vom Riemannschen 


Krümmungsmaasse der M, ausging. 
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Schur verfährt etwa so. Gegeben sei eine quadratische Differentialform: 


A = Za,dp,dp; 


ıb 
A 


Aus dem Systeme der Coefficienten a, bilde man das reeiproke System 
der Grössen a;;, welche den Gleichungen: 


\ y Br ' 1.4 
(34.) ZA,d, = Ö,. (doc {! a ) 


), 


genügen, und das System der Ausdrücke: 
w ab IMs: day Od; 
35. [ | — 1( fin AR Wincine.. ARBEEREE 2). 
( ) C - OPs OPa op. 


Führt man noch ein: 


3) (5-31 -LED 


e,r 


so ist das Riemannsche Krümmungsmaass K im Punkte p,, p.. ..-, Ps: 


5 Dr | (dp.dp» — dp, öp,.)(dp; dp.— dp. ps) 


37. K SuSE a i h FREENET 
= (da.5 A — Apya,)(dp,dp: — dp, öp,)(dps Op. —dp Op;) 


a,b,c.d 





Wählt man als unabhängige Veränderliche im besonderen die Grössen 
Ey Er or; 0, 80 wird 


(12.) A= = (l1+1,+. )de+&(L.+)de,de,, 
(#8) 
und da die Ausdrücke Z,, homogene Funetionen zweiter Dimension von 


4 ® . Y . .. ab . 
Ei, Cr ..., 2, Sind, so beginnt die Entwickelung der Grössen | d mit 
\ 


Gliedern erster Ordnung. Für den Punkt ,=0, ,=(,..., 2,=0 redu- 
eirt sich also das System der Grössen a,, auf das Einheitsystem d\,,, welches 


0} . E . .. ab . .. 
sich selbst reeiprok ist, und die Grössen | | verschwinden. Daher genügt 
u A 
;, bei der Berec ab] .. | \ 
es, bei der Berechnung von u die beiden ersten Terme: 


nn » a 2 ar n2 
oO [“) OÖ [9 ( Fa: , ‚Di 0°a;: O’Ayr ) 
op Lb op. Lb 2 \ oO, Or.Or, Or, Or, 0r7,0X, 


zu berücksichtigen. Nun wird für den betrachteten Punkt: 


OÖ’ 
38. he mu — Fl.) L 2) z0)N 
(98.) nö et), 
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folglich: 

(39, [4] = zer #239), 
und das zugehörige Riemannsche Krümmungsmaass K,, ist: 


EZ) zn — air ai (de, dr — de, dx.) (ds dr.—dr.özz) 


40. K vr a,b,cd v 
u > (de,d2;—da, 62.) 





Für den entsprechenden Punkt der M, wird nun 


ar 1 EEE SBNERERCTRNR 
| 2 I (a8,0&—d$,08,)° ” 





Nun ist nach (14.) in der Nähe des gemeinsamen Punktes: 
de,=de, 02,=08, 


folglich unterscheiden sich X, und K, lediglich durch die Coefficienten der 
Zähler. Jetzt erschliesst Schur aus der Invarianz des Riemannschen Krüm- 
mungsmaasses, dass entsprechende Coeffieienten der beiden Zähler einander 
gleich sein müssen, dass also zwischen den Grössen 2\;’ und C\;’ die Rela- 
tionen (J.) bestehen. Hat man aber, wie es oben geschehen ist, die Relationen 
(J.) direct bewiesen, so folgt umgekehrt aus ihrem identischen Bestehen, dass 


(42.) K,=K, 


sein muss, wodurch die Invarianz des Riemannschen Krümmungsmaasses in 
einfachster Weise dargethan ist”). 


Auch in der schon erwähnten Abhandlung von Monro finden sich 
die ;n’(n’—1) Relationen (J.) zwischen den 4rn(n+1) Grössen 2 und 
den 4rn(n+1) Grössen &%?. Monro zieht aus ihnen einen Schluss, den ich 
nicht für berechtigt halten kann, er sagt nämlich, Biegung einer »-fach 


ausgedehnten Mannigfaltigkeit rter Klasse sei mit 


N = Irn(n+1)—-;n’(n—1) 


*) Für die M„ der Klasse r =1 lässt sich aus den Relationen (J.) auch die In- 
varianz des Kroneckerschen Krümmungsmaasses (beziehungsweise seines Quadrates) er- 
schliessen, vgl. Schur, a. a. 0. Seite 566. 
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„Graden der Freiheit“ möglich”). Er meint damit, dass in der oseulirenden 
P, der Biegungsmannigfaltigkeit M, genau N der Grössen £% willkürlich 
bleiben. Dabei wird jedoch übersehen, dass das Coordinatensystem der 
En, In. 03 30, 29, .„.., 3” noch in gewisser Weise willkürlich ist. 
Einer Coordinatentransformation entspricht aber eine blosse Bewegung, keine 
wirkliche Biegung. Zum Beispiel wird für a=2 und r=]: 
N“'2, 
während doch die Gleichung zwischen den Hauptkrümmungsradien in ent- 
sprechenden Punkten 
rn. = 0,0 


zeigt, dass zu einem osculirenden Paraboloide nur &' 


oseulirende Biegungs- 
paraboloide gehören. 

Der Grad der Freiheit muss daher anders bestimmt werden, und 
zwar so: Ist die berührende M, gegeben, in weleher die Axen der r.. 
Cy ..., z, liegen sollen, so bleiben noch 4»2(»—1) ihrer Richtungscosinus 
willkürlich. Von den Richtungscosinus der 2, 2°, ..., 2” aber kann 
man noch über Ir(r—1) verfügen, so dass im ganzen 

In(a—1)+Ir(r—1) 

Grössen beliebig bleiben. Um diese Zahl ist also N zu vermindern, damit 
man die Drehungen der osculirenden Biegungs-P, um den gemeinsamen 
Punkt eliminirt. 

Mithin wird der „Grad der Freiheit‘: 

(43.) G,, = Irnla+1l)— Tan (a —1)—Ina—1)—Ir(r—1 


Hierzu ist jedoch zu bemerken, dass bei besonderer Wahl der Grössen z( 


J/ . 


die Relationen (J.) weniger als „;»°(n’—1) Gleichungen äquivalent werden 


können, und dass daher die Zahl @,, das Minimum der Anzahl der willkür- 


lichen Grössen 25’ bedeute. Man darf daher nur sagen, dass @,, „im 
allgemeinen“ den Grad der Freiheit angiebt. Weiteres über diesen wichtigen 
Punkt findet man in den oben eitirten Abhandlungen von Killing und Schur. 

Die folgende kleine Tabelle enthält die Werthe von @,, für n=2, 
3 und 4. Dabei sind negative Werthe durch Null ersetzt worden, da sich 
die Relation (J.) stets durch 


*) „Space of n dimensions admits in general of pure flexion in space of n+n’ 
dimensions with not more than 4n(n+1)(n— In(n—1)) degrees of freedom.“ 
Journal für Mathematik Bd. CXIIl. Heft 2. 15 
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befriedigen lassen. Es ist für: 
n=2. ra] 
G=1; 
»=5 sel vr aß 
>09 d=-2 B—Bb; 
s=4, rel, r=2, mel, r-4 r=b, r=6, 
=), 6=0 G=14:@=B8 Gz14 @=>1N 


Es ist klar, dass sich neue Biegungsinvarianten ergeben, wenn man, 
wie ich es für a=2 gethan habe, bei den Reihenentwickelungen auch die 
Glieder dritter, vierter u. s. w. Ordnung berücksichtigt. Die Relationen, 
welche sich auf diese Weise ergeben, sind jedoch so verwickelt, dass mir 
ihre Mittheilung gegenwärtig noch unthunlich erscheint. 

Ebenso will ich hier nur hinweisen auf eine interessante Aufgabe, 
welche sich bei Vergleichung der Invarianten (J.) mit dem Gauss’schen 
Krümmungsmaasse ergiebt. Ist nämlich das Quadrat des Linienelementes 
ds einer krummen Oberfläche: 


ds‘ = a,,dp, + 2a,,dp,dp,+ a,dp; 
segeben, so lässt sich das Krümmungsmaass durch die Coeffieienten a,,, 


4, Aa nebst ihren Ableitungen so ausdrücken, dass es als Invariante der 
Form gegenüber den Transformationen: 


p = fl, R) P=kg, 9) 

erscheint. Es bleibt daher zu wünschen übrig, dass auch für die all- 
gemeineren Biegungsinvarianten (J.) eine entsprechende Darstellung ge- 
funden wird; werthvolle Hülfsmittel für die Lösung dieser Aufgabe dürfte 
die Liesche Gruppentheorie liefern. Die Ermittelung solcher invariabler 
Functionen gewinnt noch dadurch an Wichtigkeit, dass alle Biegungscova- 
rianten einer quadratischen Differentialform in n Veränderlichen, wie ich im 
vorhergehenden Hefte dieses Journals gezeigt habe, aus » von einander un- 
abhängigen mittelst der Beltramischen Symbole # und © erhalten werden 
können. 


Berlin, September 1893. 
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Ueber die von Poincare gegebene Erweiterung des 
Cauchyschen Satzes von der Existenz der Integrale 
gewöhnlicher Differentialgleichungsysteme. 

(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


Poincare hat in seiner Arbeit: sur le probleme des trois corps et 
les Equations de la dynamique den Cauchyschen Satz von der Existenz der 
Integrale gewöhnlicher Differentialgleichungsysteme dahin erweitert, dass, 
wenn die Differentialgleichungen vorgelegt sind 

dx 


fans h) 


dy . 
dt fı(®, Y, 3, 4), 


( 


= ha, 3) 
worin f, fi, £&, welche ausser von den abhängigen Variabeln noch von 
einem beliebigen Parameter « abhängen, nach steigenden Potenzen von x, 
y, z, « entwickelbar sind, dasjenige Integralsystem, welches für {=0 die 
Werthe x,, %., 3, annehmen soll, nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen 
von 4, &u Yo, 3, Wie gross auch # sein mag, entwickelt werden kann, vor- 
ausgesetzt, dass die vier Grössen u, z,, Yo, 2, hinreichend klein sind — 
mit Ausnahme des Falles, dass die den Werthen «=0, ,=0, „=(, 
3,= 0 entsprechenden Integralsysteme bei ihrer Fortsetzung durch ein singu- 
läres Werthesystem gehen; endlich sind die Elemente des Integralsystems, 
welche für £=t, nach Potenzen von 4, x, Y, %, entwickelbar sind, auch 
wenn &,+7 für t, gesetzt wird, nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen 
von 4, &,, Yu, 2, und r entwickelbar, vorausgesetzt, dass diese Grössen hin- 
reichend klein sind. 

Die nachfolgenden Bemerkungen sollen die entsprechende Erweite- 
rung des Cauchyschen Satzes von der Existenz der Integrale partieller 
15* 
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Differentialgleichungsysteme liefern, und zum Zwecke einer einheitlicheren 
Beweismethode mag zuerst die Entwickelung des oben erwähnten Poincare- 
schen Satzes für ein gewöhnliches Differentialgleichungsystem beliebiger 
Klasse vorausgeschiekt werden. 


Wird in dem totalen Differentialgleichungsystem 


dy, 

in = has Yan rec Ya Mir een, Ag). 
33 

a Te 

"= u n\T, Yı» u... Y.; Ä 11 0004 u,); 





in welchem 4,, ..., «, Parameter bedeuten, und fi, ..., f, in der Um- 
gebung der Nullpunkte der Grössen z, Yı, -.+, Yu> Ay ».., 4, nach posi- 
tiven, steigenden, ganzen Potenzen dieser Grössen entwickelbare Funetionen 
sein sollen, dasjenige Integralsystem betrachtet, welches für 2=0 die 
Werthe 7, ..., 2, annimmt, und transformirt man zur Untersuchung der 
Natur dieser Integrale das System (1.) durch die Substitutionen 


2.) Tee | Zuıa Y, p-n= I u ml, 
in das Differentialgleichungsystem 
dY N \ 
— — (2; 4 nn, Y,+n,., Urn Hy) 
(3.) 
dY, VL EN \ 
dx n TR, ıt 9; „TB U, Br U,): 





so werden zunächst für hinreichend kleine Werthe von 7, ..., 7, die 
rechten Seiten dieser Differentialgleichungen nach Potenzen von x, Y,, ..., Y 


ny 


ty, ».., 4, entwickelbar sein, und dann wird nach dem Satze 


u .B 
% 


Ms “ern Ans ı 
von der Existenz der Integrale partieller Differentialgleichungsysteme, in- 
dem z und die Parameter 7,, ».., 75 44, +++, 4, als unabhängige Variable 
betrachtet werden, ein Integralsystem für Y,, ..., Y, existiren, welches mit 
x =() verschwindet und nach Potenzen von =, N, +++, Nm; My ++, 4, IN 
der Umgebung der Nullpunkte entwickelbar ist. Wir erhalten somit den 
folgenden Satz: 

Es giebt für das Differentialgleichungsystem (1.). dessen rechte Seiten 
nach Potenzen von &, Yız =: +, Yns Aıy +++, u, entwickelbar sind, ein Integral- 


system, welches für = beliebige n Werthe n,, ..., 7, annimmt, und für 





€ x 
Br} 
Ri 
* 
; 
= 
e: 
Fi. 
= 
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hinreichend kleine Werthe von x, n.. .... 0, Mıs »... u, nach positiven. 
» In; Mi / 


: steigenden, ganzen Potenzen dieser Grössen entwickelbar ist. 
N Aber es soll gezeigt werden, dass nicht bloss für hinreichend kleine 
N z sondern von einem sogleich zu erörternden Ausnahmefalle abgesehen auch 
| für jedes x die Entwickelbarkeit der bezeichneten Integralelemente nach 
Potenzen von 71, +, ns Ay =. ., u, erhalten bleibt. 
2 .. . ® „a8 Tr u 
Sei nämlich ein bestimmtes Werthesystem 7,, ..., n, aus den be- 
zeichneten Bereichen gewählt, so dass das Integralsystem von (1.) dadurch 
bestimmt ist, und sei der für eine bestimmte Wahl der aus den möglichen 
Bereichen der «,, ..., «, genommenen Werthe sich für x ergebende Uon- 
vergenzradius R, so werde innerhalb des zu AR gehörenden Convergenz- 
kreises ein beliebiger, aber bestimmter Punkt x, ausgewählt, und wenn die 
Do 1 o 
Integralfunetionen durch 
(4) Wlan Ns A ER, Me Mas rn ee Mi) 
bezeichnet werden, worin w,, ..., ®, nach Potenzen von &, N, +++, Nn; 
U, ..., 4, entwickelbar waren, das Differentialgleichungsystem (1.) durch 
- 5) 
die Substitutionen \ 
» — 4 f » f ; 
=. a3 1-92 0, ..,0, 0.5, =, 
(9) | Ä N 
ee el, 
in das Differentialgleichungsystem 
dY, | / 
AX — fh (X+z,, Y,+w,(z,, ), .0o.g 0), ), 000g )). 
Bu DO. eeın UN Mn 000, Mi 
(6) 
i dY, Rd | b 
Zr. (‚A+z, Yıtw(a, 0, ...,0,0,..., 0), 
I ! 
nee ee Me) 





transformirt; der Fortsetzung des durch (4.) dargestellten Integralsystems 
von (1.) wird dann dasjenige Integralsystem von (6.) entsprechen, welches 
für X=0 die Werthe 


f \ / —s 
(Y)z = Ola Nr sr Nas Ui on MH) Hl 000 Ol, 


7.) 





Fr wlan My Nas A A) TED 00.0, 


n\ 


annimmt. 
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Um den oben ausgesprochenen Satz auf das Differentialgleichung- 
system (6.) anwenden zu können, müssen fj, ..., f, in (6.) nach positiven, 
steigenden, ganzen Potenzen von X, Y,, ..., Y,, 4, - .., 4, entwickelbar 
sein; bezeichnet man aber 


FIVE W 
8) (0 0,:..,0,0,..,0)=R,.:.., 0,(& 0,...,0,0,..,0)=2 


und nimmt an, dass die Functionen 


fı(&; Yır er; Yan Min ve, u,), a Ye f.(%; Yır » ern Yay Un see, u,) 
in der Umgebung der Werthe 


(9.) 2, 2. Ye 


innerhalb gewisser Bereiche nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 
T—7,, y— 42, on y.—.2 


u, N) 3 Ba u 


n, 2 ee. 


entwickelbar sind*), so werden auch die Functionen fi, ..., f, auf den 
rechten Seiten der Gleichungen (6.) in der Umgebung von X =0, Y, =(, ..., 
Y.=0 nach Potenzen von X, Y,. ..., X 


nI I 


U, ..., 4, Sich entwickeln 


lassen, und somit nach dem oben aufgestellten Satze das Integralsystem 
der Differentialgleichungen (6.), welches für X=0 die durch (7.) gegebenen 


Werthe 2, ..., 2, annimmt, für hinreichend kleine X, 2, ..., 2, 


U, ..., 4, oder, was nach der Form der Werthe 2, ..., (2, zu sagen 


’ 2 


genügt, für hinreichend kleine Werthe von X, n1, ..., Ans 4 + .., 4, nach 


positiven, steigenden, ganzen Potenzen von A, 2, ..., 42, U ..., 4, Ent- 


na I 


wickelbar sein; beachtet man nun, dass @,(@, N, +..,Nn5 4ıy +++, 4,) also auch 


2, für hinreichend kleine Werthe von n1, ..., Nu5 4, » + -, 4, nach Potenzen 
dieser Grössen entwickelt werden konnte, und geht vermöge der Substitu- 
tionen (5.) zu dem ursprünglichen Differentialgleichungsystem (1.) zurück, 
so ergiebt sich das folgende Resultat: | 

Sind in dem Differentialgleichungsystem (1.) die rechten Seiten nach 


Potenzen von 2, Yız +++, Yns Uıy +++, 4, enlwickelbar, so giebt es stets ein 


*) Es ist wohl zu beachten, dass nicht angenommen ist, dass die Functionen 


fir =:., fa In der Umgebung von x, und den dazugehörigen Werthen von y,, ..., Y„ also 
(aM +: Mn Mas eees lo) >55 OnlAy Ms +++ Mus is ==, fu) holomorph sind, son- 
dern in der Umgebung derjenigen Werthe von %,, ..., Yn, die sich aus den gefundenen 
Integralen ergeben, wenn = =mM=4 =:::=u, den Werth Null annehmen, 
oder der Fortsetzungen derjenigen Integrale, welche für u, =---=u,=0 aus den ge- 


gebenen Differentialgleichungen hergeleitet werden, wenn dieselben den Bedingungen 
unterworfen werden, sämmtlich für z = 0 zu verschwinden. 


RE SEE AT TERN DE NEE ne 


ri EEE 
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Integralsystem 


FW, N >> Man Mn >00, Med >00) Ya Sol, N >. Mas Ay 4): 
welches für = einen beliebigen Werthecomplex n,, ..., 7, annimmt und 
für hinreichend kleine Werthe von x, n, ..., Mn, U ».., u, nach positiven, 
steigenden, ganzen Potenzen dieser Grössen entwickelbar ist, und diese Integral- 
elemente besilzen um einen beliebigen Punkt x, des zu x gehörigen Convergenz- 


bereiches Fortsetzungen 


Yı = WYılE—E, Nr ++ 05 Nas Ben > or Med o, a = YlE- En Nr 2443 Ns Min ser; Mo)ı 
welche nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 2— 2, N... 7 
U, ..., 4, entwickelbar sind, vorausgesetzt, dass die Functionen fi, fa -: +, fı 
in der Umgebung der Werthe 


wu, u ala, de, I VE, 
EETN GO, DO NG ER Et ..., wo 
innerhalb gewisser Bereiche nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 


zn Yyımdı, :: 3 ds Mn: Me 
sich entwickeln lassen, oder dass diese Werthe kein singuläres Werthesystem 
der Functionen f,, ..., f, bilden, oder noch anders ausgedrückt, wenn x, und 
die im Punkte x, sich ergebenden Werthe derjenigen Integrale des durch Null- 
setzen der u, ..., u, aus dem gegebenen (1l.) hergeleiteten Differential- 
gleichungsystems, welche mit = (U sämmtlich selbst verschwinden, kein singu- 
läres Werthesystem darstellen, und man erhält die Werthe der Integralelemente 


für irgend einen Werth x, der bezeichneten Umgebung von x, in der Form 
yo na 2 N 0:0 Na Un sr Bu) 
ya Wi 
Bilden nun wieder, wenn 
un... Da: aid 00... Ni 


gesetzt wird, die Werthe 
nn Me 
kein singuläres Werthesystem der Functionen 
Ben en nern Aue ren ++ Beh 
so werden sich die Integralelemente ebenso in der Umgebung von x, nach 
Potenzreihen von 2— 2, N15 +++, Nus U +. ., 4, entwickelt fortsetzen lassen, 


und man wird somit unter der Voraussetzung, dass, während x von U bis 5 
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läuft, die Integralelemente nie durch ein singuläres Werthesystem von fi, .... f, 
gehen, die Integralelemente selbst für jeden Werth von x zwischen 0 und 5 
für hinreichend kleine Werthe von nm, ..., Ns Mur +, 4, nach positiven, 
steigenden, ganzen Potenzen dieser Grössen entwickeln können. 

Liegen die Radien der um 0, x, ©, ... gelegten Convergenzkreise, 
deren Mittelpunkte nie singuläre Werthesysteme der Funetionen fi, ..., fı 
bilden sollen, stets über einer bestimmt angebbaren endlichen Grösse, so 
ist klar, dass man mit Hülfe der angegebenen Fortsetzungen die ganze 


x-Ebene durchlaufen kann, und dass dann für jedes e — die singulären 
Werthesysteme ausgeschlossen — die Integralelemente nach positiven, 


steigenden, ganzen Potenzen von N, ...5 Mn; U »+., 4, entwickelbar sind, 
falls letztere Grössen hinreichend klein angenommen werden. 

Hat man für einen bestimmten Werth x, von x diejenigen Integral- 
elemente, welche für 2=0 die Werthe 7, ..., 7, annehmen, in der Form 
ermittelt 


(10.) Yyı = @lEı, My rer Ms My een u,), 0 Ya = OL Ms see) Ans My +4, Mo): 
rnyı Ah N > ’ e 
worin nach dem obigen Satze w,, ..., », nach Potenzen von n., .... 7,. 
&, ..., 4, entwickelbar sind, so ist leicht zu sehen, dass die Werthe der 


Integralelemente für benachbarte Werthe von x, die wir durch z,+S dar- 
stellen wollen, nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 8, n, »::, In: 
Us 2... 4, für hinreichend kleine Werthe dieser Grössen entwickelbar sind. 


Setzt man nämlich 


/ 7 +£ 
(11.) yı = Yı+nı. ... > Y,+n, e=Ä- Er 
ı 

so geht das Differentialgleichungsystem in 

dYy, E\,/vaH+E er 

a + Z)n(X vo Bi, u ee a u,), 
(12.) Ee 

d Y, 5 T +£ | 

* ker (14 z a0 Se Yıın, ::. Yatms Un + u,) 

2 





über, und es lassen sich der für fi. -.., f, gemachten Voraussetzung zu- 
folge die rechten Seiten dieser Differentialgleichungen für hinreichend kleine 
Werthe der Grössen 71, ..., Ans Ur » ++, 44,, $ nach positiven, steigenden, 


ganzen Potenzen von X, Yı, ».., Ya, Mr -203 Ms Ay #ery Mes 5 Ent- 
wickeln, so dass dem oben bewiesenen Satze zufolge diejenigen Integral- 
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elemente des Differentialgleichungsystems (12.) 


13, ıY Be, u u. 
I.) 
I & . 2,(X, My or Nns His ren, os S). 
welche für X=0 selbst verschwinden, nach Potenzen von n,. .... 9 


U, ..., 4,, $ entwickelbar sind, und die Eigenschaft der Entwickelbarkeit 
nach diesen Parametern bleibt bestehen. wenn man X =z, setzt. indem für 
= ===" =u,=$=0 die rechten Seiten von (12.) in die von 
(1.) übergehen und von letzterem angenommen wurde, dass die dem x, ent- 
sprechenden Werthe kein singuläres Werthesystem bilden; da aber nach 
(10.), (11.), (13. 


Tee. Mr sure 5 2 Alain "IE" mia "TE 95 Er 


I ae 
| BL HE, Mis-achn Ms Bi De 0) er a Nas Alan on Bas EIN 
sich ergiebt, so ist die obige Behauptung erwiesen. 

Es sollen nun diese Sätze auf partielle Differentialgleichungsysteme 
ausgedehnt werden. Sei also ein solches Differentialgleichungsystem in der 
Form gegeben 





Oo 
om. / Au Au 
2 = f1(2:, „004 Bye Ur 00; Bu, Eye ET P Z_ 
pi 9 S 
OU, OU 
il, (dl 
O% fi %} . 
N 
(15.) 
ou [ ON OMU 
2 nat fu\2: 3; U 4 ER Ep 
A S, 2; 
( U, CU \ 
Buena 
Ox, 02 0) 


WOrNn 2, -.., 3, die unabhängigen Variabeln, «, ..., #, die abhängigen 
Variabeln und u, ..., «, wieder Parameter bedeuten, und werde ange- 
nommen, dass die rechten Seiten dieser Differentialgleichungen nach posi- 
tiven, steigenden, ganzen Potenzen aller in ihnen enthaltenen Grössen ent- 
wickelbar seien, so folgt zunächst aus dem Satze von der Existenz der 
Integrale, dass dasjenige Integralsystem, welches den Bedingungen unter- 
liegt, dass 
| (Wu. = Ara + +Aas +Ay a5; 4 + Aus a)t 

(16.) u N = mx | 
ER = (A324 +AG + A at + Au -)+ 


Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 2. 16 














122 Königsberger, die von Poincare gegebene Erweiterung eines Cauchyschen Satzes. 


ist, worin die Reihen innerhalb gewisser Bereiche um die Nullpunkte von 
3, 33, ..., 3, Convergiren und Glieder erster Dimension nicht besitzen, in 
bestimmten Bereichen um die Nullpunkte der unabhängigen Variablen und 
für hinreichend kleine Werthe der g Parameter nach positiven, steigenden, 
ganzen Potenzen von 2, 2, ..., 3, entwickelbar sind, da für die Nullwerthe 
aller unabhängigen Variabeln die m abhängigen Variabeln sowie deren nach 
32, 33, ..., %, genommene partielle Ableitungen verschwinden. Soll aber 
das Integralsystem von (15.) den Bedingungen unterliegen, dass 


| "= = ut + OR ala 13 at 
(17.) | ea a 
(U). 0 zei a 4-(afe)z, ı.. PER Ir. ACTIRN ER 
so mache man in dem Differentialgleichungsystem (15.) die kn 
|“ al) —a)2, —-—az, = U, 
(18.) | 
u, — a") — a") 2, — a"), um U,, 
und erhält 
OU, / YLgdz (1) 
ae (a - ‚U+a’+a’2+-+aV)2,,..., 
OU 
U, tal" +a" 2,+---+a/” 2,, en 3 
oU oU OU 
w nt (m) m (m) ) 
Ad) rd . Dt d; Be a ( . 
du to Ei EFF Ah zu nd FE 
(19.) 
OU, U ML 4) (1) 
N a3: 3, Uta’ +’2 + +alz,,. 
Ra 
- 
U ta”) +4" 23,+-- +” 3, — L+a ..., 
n T 
ou, OU, ul ” ou m Pi 





nach der für die RITCHIE Fü: 200 h. der aan ih. (15.) gemachten 
Voraussetzung, sich um die Nullpunkte der in ihnen enthaltenen Grössen 
nach Potenzen derselben entwickeln zu lassen, folgt aber nun wieder, dass 
für hinreichend kleine Werthe der Constanten a”, ..., a”, ..., a”, ..., a{” 


die rechten Seiten von (19.) nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen 


Be U en > OU, Un Um | m 
von Siyreey 2)» 110 m» O2, a 0009 02, y„.9 023 OR, u 0%, h) a. ’ 


a", 2... a9, ..., am, u, ..., «a, entwickelbar sind, und daher nach dem 
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Öbigen ein Integralsystem U,, ..., U, bestimmbar ist, welches nach 


Pe ee, ie 6, MAR 
hinreichend kleine Werthe dieser Grössen entwiekelbar ist und den Be- 


dingungen genügt, dass 


(U,),— = nt a‘ I 13; ur 
(20) 
( U) u RE PENOR + al") ,2, as: 


es giebt somit nach (18.) ein ebenso entwickelbares Integralsystem von (15.), 
welches den Bedingungen (17.) Genüge leistet. Wir erhalten also den 
folgenden Satz: 

Sind die rechten Seiten des partiellen Differentialgleichungsystems (15.) 
nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen der in ihnen enthaltenen Grössen 
entwickelbar, so giebt es ein Integralsystem, welches für 3, = () die beliebig 
gegebenen convergenten Reihenwerthe (17.) annimmt und für hinreichend kleine 
OR Di can Ba Me a Me A ee, 9 ao 
positiven, steigenden, ganzen Potenzen aller dieser Grössen entwickelbar ist. 

Sei nun ein bestimmtes Werthesystem von a’, ..., a, ..., 
a, ..., a” aus den bezeichneten Bereichen gewählt, und das Integral- 
system von (15.) den Bedingungen (17.) gemäss bestimmt, so dass 

| a eh 0 nenn Mas nirr u,), 
21.) | ° 

E De 9 Ahr nen 6) 
EoismEreiBen GEBE EEE Bis >00 Br, Mar ao cn Man ED, 20 A, 


a, ++, a bedeuten, so werde innerhalb des um den Nullpunkt von z, 
gelegten Öonvergenzkreises ein Punkt Z, herausgegriffen, und das Differential- 


ee (10); wenn die Werthe der w, @, ..., o, fürs, =Ü5,, 
a) = ==... = a) =..=-N=(, =. -=u,=0 mit 

(22.) w,(, By oe. 3), U u. 94 ), a, ADPe ı 7 ), Br I... Na 
und die Werthe dieser Grössen für = ---=3,-—=( mit 


ee nen OÖ, a0 a ME en un Oro 0 0, U) mn die 
bezeichnet werden, durch die Substitutionen 


5, - Z., 3, = Z», ee Te Z,; 
_z, 2 _z 28 , 08% 
ea m | 80, ee 
Bea, OL (= 2,3,..., 2) 





16 * 
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in das System transformirt 


oU AR’ 
men um 4.1, Brand TORE Te 
0Z, fi (z,+5, 2, ‚Z, U+J4+Z, dZ, 2er 
U LO +Z on + OU, E O8 oOU,, AN 08% ) 
Ba PR 02, "Od 7 a Ya 9 02, ?' 
(25.) 
© I = . 14 T 0) og n 
Z. ER f(Zı+6, 2», Z,; ‚+2 | Dog + , 
IL, OL, 
U + () Z O8 | C U, o82) OU, o8% ) 
RU Ta ze) 





Integralsystem dieser Differentialgleichungen untersucht, wel- 
ches den Bedingungen unterliegt, dass für Z,=0 nach (21.) und (24.) 


und dasjenige 











f EZ r 1) 1 1 m „(m 
(U,),— cz w,(C,, b,. 2; a, . , a) / asy, .. a‘ 2 ...;: a) A 
(26.) IR: IR: 
ei (m) () © # 14 © u 
a, U. res us 
| " er ni R "NO, ” 
und daher 
ff 1 1 1) m 7 An: 
041 : 0@ (&,Z I, En A u) 08% 
Ne Z, ‚P -() E 0Z, 0Z, 
(=23.. )) 
ist. Wird nun angenommen, dass das Werthesystem 
| 2. bu ai V, „3=-V) u=- ‘2, 1 >= ns 
(28.) ou 082° ou 082) 
| | —=-—,..., = -—, u=I,..., u=0 
OR, OR, OR} 02%; ‘ 


., f,, der Gleichungen (15.) kein singuläres ist, 
d.h. lässt sich jede der Functionen f}, 


für die Funetionen fi, f, 
., f„, In der Umgebung dieser 
Werthe nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 


. ni () () 
3 u 39, .. »)» 2 .. u,—s2), 
N Nc e Y 
ou, og? Ou,, 082? 
>— - ——-, ..u = --—, U, U no 
Im Im } Im. m i i 4 nr. 
C SD CO So OR} OR s 


innerhalb bestimmter Bereiche entwickeln, so werden auch die rechten 
Seiten der Gleichungen (25.), wie aus den Substitutionsgleichungen (24.) 
hervorgeht, nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 

OU, OU, 


tr ui Fi 
ol m ol fe i 
O2, u . 4 0Z; “ > 8 b) 


82,’ 92, 


Ale - +5 a Ü, 


m» 


entwickelbar sein, und um den oben bewiesenen Satz auf das partielle 
Differentialgleichungsystem (25.) anwenden zu können, müssen noch die 


ET TE RT TE PER 
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Anfangsbedingungen (26.) untersucht werden. Nun ist aber vermöge der 
oben festgestellten Entwiekelbarkeit der Funetionen w,: 








Ne RE A u A 0), 0 u, u,) 
ee Senn Bbın oord be) 
Da N a er ne A) 
. P ) y nr cr ü F7 g Nr ’ P } 
(29.) oOZ. 7 
De Be a EN), ..., Be, ae 
+(Z,, er Z, + (2. iur Z, 
und somit nach (26.) mit Benutzung von (23.) 
Ber Oi ee) 
NE easik ı DENE a FE RP \ SCHERE | EICHE |) 
\/ ler Bin been Ol, Bea, BE, > 20 Man = c, Dip) \ 
+ — “rg; 0Z u’ 
° f n “ r h 
r F [ 00x ($,. R Des U al), RI BEER } 
0 30 \ 02, aa 
+) \' ).) 
+: 
a A U EA . ee A 
+Z,\ ' | u .. ), 
(de Bio PIERRE 2,0 
OZ, 2 0) 
u, Bi 
woraus ersichtlich, dass a”, ..., a”, ...,. a", ... a”, u, --., 4, Stets 


so klein gewählt werden können, dass sowohl das von Z,, ..., Z, freie 
Glied in (30.) als auch die Coeffieienten von Z,, Z,, ..., Z, unter einer 
hinreichend kleinen Grenze liegen. Damit sind aber die Bedingungen des 
oben ausgesprochenen Satzes für das Differentialgleichungsystem (25.) und 
die Anfangsbedingung (26.) erfüllt, und die Entwickelbarkeit von U,, 


m... 5 


n ) mi 


nach Potenzen von Z,, Z,, ..., Zi, Un Mu ++, Mus AU, 

a», ..., a”, ..., a”, für hinreichend kleine Werthe dieser Grössen nach- 
gewiesen, da die Entwiekelbarkeit der in (30.) enthaltenen &-Funetionen 
oben festgestellt war. Ueberträgt man dieses kesultat vermöge der Sub- 
stitutionen (24.) auf das ursprüngliche Differentialgleichungsystem (15.), so 







ergiebt sich hiermit der nachfolgende allgemeine Satz: 


EN BEE VRR ELENREBRET ee 
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Sind in dem partiellen Differentialgleichungsystem (15.) die rechten 
Seiten nach Potenzen aller in ihnen enthaltenen Grössen entwickelbar, so giebt 
es stets ein Integralsystem 


u, 0, (ee, ke Ho) 
welches für 2, = U in die beliebig gegebenen convergenten Reihenwerthe 

Wo = Ha" + taz) ++ ta 3 )+ 
übergeht und für hinreichend kleine Werthe der Grössen 


1 1 li m 
31, nr 3)» a‘ ) Rn a, EN E a‘ r urn a‘ ) U, ...,. u 


i 0 
” 


b] 
nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 2, 2 ... 35 AU, .u., 
N a”, entwickelbar ist, und diese Integralelemente baditaöie 
um einen beliebigen Punkt T, des zu z, gehörigen Convergenzkreises Fort- 


setzungen, welche nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 


1 1 N N 
ME ae ERBE Se 2 5» WE BE 70 RER 


entwickelbar sind, vorausgesetzt, dass sich die Functionen fi. fr ---, fm in der 
Umgebung der Werthe 


3] — 5 3) —_— 0, ....o.% 2; — (, u, — Ö, U, = , ..o.<9 u = 0, 


A 








un al en nn „= 82, 
ou, (26: ) MRBDE, 7: OR. | SOME © SPmanan : \ - et ı WE  . TORE NEN D) 
Od er O3, 

O8, 
ie (0 ER }), 

025 
also in der Umgebung der Punkte 3, =[L,.,2='"=z2,=0 und der Werthe der 
Integralelemente des aus (15.) hergeleiteten Dijferentialgleichungsystems, in wel- 
chem a =... =) =..=- N =..=- a") =u=::-=u,=( gesetzt sind, 


innerhalb gewisser Bereiche nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 


- ‚ u 9% Sum O8, 
3 —6, 34 5 3 md, 2, gr ee © 
entwickeln lassen, diese also kein singuläres Werthesystem dieser Functionen 
bilden, und man wird unter der Voraussetzung, dass, während 23, von 0 bis 
S, läuft, die Werthe von z,, die Nullwerthe von 2, ..., 3, die zu diesen 
Werthen gehörigen Werthe der Integralelemente und deren Ableitungen für 
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dasjenige Differentialgleichungsystem und dessen Anfangsbedingungen, die aus 


dem ursprünglichen durch Verschwinden der Werthe a, ',....a, ,...,a, 


a”, u, ..., u, abgeleitet sind, durch kein singuläres Werthesystem der 
Functionen fı, fi» - --, f„ gehen, die Integralelemente selbst für jeden Werth 
von 3, zwischen 0 und 5, für hinreichend kleine Werthe von 2, ..:. 2,; 


Dee”, u, ..., UM, nach positiven, steigenden, 


ganzen Potenzen von 
PWRRETEETE 79 ROFENEAT USTRURERT ; SENAT ua 7 


entwickeln können. 


Heidelberg, 15. October 1893. 














Arıthmetische Untersuchungen 
über die gemeinsamen ausserwesentlichen 


Diseriminantentheiler einer Gattung. 
(Von Herrn K. Hensel.) 





$1. 


in einer vor Kurzem veröffentlichten Arbeit (ds. Journ. Bd. 111, 
S. 61—83) habe ich die Congruenz des niedrigsten Grades aufgesucht, der 
die Fundamentalform 

(1.) w. = wit: +u,SF, 
eines gegebenen Gattungsbereiches der »ten Ordnung für eine beliebige 
Primzahl p als Modul genügt; hier ergab sich das für diese Arbeit grund- 
legende Resultat, dass w, für keine Primzahl einer Congruenz genügt, deren 
Grad kleiner ist als die Ordnung » der Gattung. 

Die Congruenz niedrigsten Grades, der w, für p genügt, setzt sich 
nämlich in einfacher Weise aus denen zusammen, deren Wurzel w, für die 
einzelnen Primfaetoren von p ist. Ist nämlich P irgend einer dieser Prim- 
factoren für den Bereich (&) und x seine Ordnungszahl, so genügt w, für 
unbestimmte Werthe von @, ..., @,, modulo P betrachtet, einer Congruenz 
des zten Grades: ‘ 

2) Fae)=w’+U u, ..., u) ++ U Plu, ..., w)=E0 (mod.P), 
deren linke Seite für die Primzahl p irreductibel ist, während ihre Coeffi- 
cienten ganze ganzzahlige Functionen von %, ..., “, sind. 

Ist nun 

(3.) p = P&P%...P\' 
die Zerlegung von p in seine Primdivisoren innerhalb des Gattungsbereiches 
(5) und sind: 


(4.) Yı(w) nl) - ++ (ll) 
die Funetionen niedrigsten Grades, denen die Fundamentalform w, beziehlich 


nr EN I FR EEE PER 
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[> 


für die A von einander verschiedenen Primdivisoren 
(5.) Pi. er 
genügt, so sind diese in Bezug auf » bzw. vom Grade 
u De 
nämlich gleich den Ordnungszahlen der entsprechenden Primfactoren von p. 
Dann wurde a. a. 0. (S. 75) nachgewiesen, dass die Uongruenz niedrigsten 
Grades, der w, für die Primzahl p selbst genügt, die folgende ist: 


(6.) FW) F (0)... Fe) = 0 (mod.p), 
und ihr Grad in « ist 
(6*.) 2,0, +2d,+ +20, u 


Ersetzt man hier © durch w,, so wird allgemein %,;(w,) durch den Divisor 
P,, also das ganze Product durch (P...P%") d.h. in der That durch p 
theilbar. 

Wir wollen nun an Stelle der Fundamentalform w, irgend eine ganze 
algebraische Zahl des Gattungsbereiches (©) 


(7 ARE e k | c 
(T.) ie a5: +@%5.+'+a,S5, 


betrachten, welche also aus «, einfach dadurch hervorgeht, dass man den 
Unbestimmten (%,, ..., #,) die ganzzahligen Werthe (a,,...., a,) beilegt, und 
untersuchen, welcher ganzzahligen Congruenz &, für den Modul p genügt. 

Offenbar genügt &, der Congruenz des »ten Grades, welche aus (6.) 
hervorgeht, wenn man dort (a, ..., @,) durch (a,, ..., a,) ersetzt. Bezeichnet 
man allgemein die dann aus 


m \ Bar: \ 
Ylw), ww) ---, Ylw) 
hervorgehenden ganzen ganzzahligen Funetionen der Grade 4, %, ..., 2, 
beziehlich durch 
RlE RlE alE 
SE Be + 


(wobei die Variable w zum Unterschiede jetzt durch £ bezeichnet werden 
soll), so ist &, eine Wurzel der Congruenz des »ten Grades mit ganzzahligen 
Coeffieienten 


ne .. Pr) - 
(8.) 38)... = 0 (mod.p), 
denn die einzelnen Zahlen %,;($,) unterscheiden sich von den entsprechen- 


den Formen %;(w,) nur dadurch, dass jetzt die Unbestimmten (w,, ..., %,) 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 2. 17 
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durch die ganzen Zahlen (a,, ..., a,) ersetzt sind; dieselben sind also 
a fortiori durch die entsprechenden Primfactoren theilbar. 

Während nun, wie in der erwähnten Arbeit bewiesen wurde, die 
Fundamentalform w, keiner Congruenz genügt, deren Grad niedriger ist, 
als der von (6.), braucht die Congruenz (8.) keineswegs die niedrigste zu 
sein, die für &, gefunden werden kann; jedenfalls muss &, in geeigneter 
Weise gewählt werden, damit dies der Fall sei. Es soll nun zunächst 
untersucht werden, wie $, zu diesem Zwecke anzunehmen ist; wir stellen 
uns also die folgende Aufgabe: 

Welche Bedingungen müssen erfüllt sein, damit die ganze 
algebraische Zahl &, modulo p betrachtet keiner Congruenz von 
niedrigerem als dem zten Grade genügt? 

Es ist nun sehr leicht, ein System von nothwendigen Bedingungen 
hierfür anzugeben, von dem nachher bewiesen werden soll, dass sie auch 
hinreichend sind. Zunächst müssen nämlich die A ganzzahligen Funetionen 
von & HC) - - ., 3,(8) In (8.) modulo p betrachtet irreductibel sein. In 
der That, wäre z. B. 

3166) = Fı(S).@($) (mod.p), 
wo also F, und @, in $ von niedrigerem als dem z,ten Grade sind, so bestünde 
dieselbe Congruenz auch für den Primtheiler ?P, von p. Ersetzt man aber 
in dieser $ durch $, und beachtet, dass dann %,(&,) durch P, theilbar wird, 
so erhielte man die Congruenz: 

F,(&):@,(&) = 0 (mod.P,), 
und hier muss einer dieser Factoren, etwa F,(£,) durch den Primtheiler P, 
theilbar sein. Dann genügt aber $, offenbar modulo p betrachtet der 
Congruenz: 

(8°.) FHOFL)..3O = 0 (mod.p), 

weil auch in ihr der erste Factor auf der linken Seite den Divisor P°: ent- 
hält, während die übrigen, wie vorher, beziehlich durch P}., ..., On theilbar 
sind; und ferner ist der Grad von (8°.) niedriger als z, denn er ist niedriger 
als der Grad von (8.). 

Zweitens müssen aber die A irreduetiblen ganzzahligen Functionen 
3,(5) modulo p betrachtet sämmtlich von einander verschieden sein. Wären 
nämlich etwa %,($) und %;($) für diesen Modul congruent, so wäre a fortiori: 


3) = (6) (mod.P,P;,), 
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da P,P, ein Theiler von p ist. Ersetzt man hier wieder 5 durch &, und 
beachtet, dass %,(&,) durch P,, %(&,) durch P, theilbar ist, so folgt aus 
der obigen Congruenz, dass sowohl %,(&,) als auch %;($,) durch das Pro- 
duet (P,P,) divisibel ist. Ist nun von den beiden Exponenten d,, d, etwa 
06, >6,, so ist die Potenz %:() für $= &, durch das Product (P,P,)”, also 
a fortiori dureh PÜ'P} theilbar, und hieraus ergiebt sich, dass in diesem 
Falle &, der folgenden Congruenz genügt: 
(8°.) HF... FE) = 0 (mod.p), 
deren Grad ebenfalls niedriger als der von (8.) d. h. kleiner als » ist. Es 
ergiebt sich somit zunächst das folgende Resultat: 
Die Zahl 5, kann nur dann keiner Congruenz von niedrigerem 
(A) als dem Be Grade moaRO p genügen, wenn wa h ganzen, ganz- 
zahligen Funetionen (8), ..., %,(£) in (8.) sämmtlich modulo p 
betrachtet irreduetibel und von einander verschieden sind. 
Diesen Satz hat Herr Dedekind in seiner grossen Arbeit „Ueber den 
Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der Theorie der 
höheren Congruenzen“ (Abh. der Gött. Gesellschaft Bd. 23), wenn auch in 
einer etwas verschiedenen Fassung, zuerst ausgesprochen, er hat aber dort, 
was besonders hervorzuheben ist, weiter nachgewiesen, dass die Möglichkeit, 
h solche Funetionen (8), - - -, 3,(8) zu finden, nothwendig und hinreichend 
dafür ist, dass eine Zahl &, existirt, in deren Gleichungsdiseriminante p nicht 
als ausserwesentlicher T'heiler enthalten ist. Dieses Resultat genügte ihm, 
um für eine ganz specielle Gattung dritter Ordnung zu zeigen, dass die 
Primzahl 2 gemeinsamer ausserwesentlicher Theiler aller ihrer Gleichungs- 
discriminanten ist, denn allein hieraus ergab sich eben der Nachweis, 
dass die T'heorie der Gattungen nicht auf die der höheren Congruenzen 
gegründet werden darf; dies ist jedoch dann möglich, wenn man, wie dies in 
dieser und in der vorigen Arbeit geschehen ist, anstatt einer geeignet gewähl- 
ten Zahl &, des Bereiches die Linearform w, = uS,+'--+u,5, selbst für unbe- 
stimmte %, ..., #, der Untersuchung zu Grunde legt, denn in der vorigen 
Arbeit wurde ja nachgewiesen, dass in ihrer Gleichungsdiseriminante keine 
Primzahl p als ausserwesentlicher Theiler enthalten ist, Die weiteren hier 
gefundenen Resultate über die gemeinsamen ausserwesentlichen Diseriminan- 
tentheiler sind meines Wissens bis jetzt noch nicht angegeben worden. 
Wir wollen nun zuerst untersuchen, ob es stets möglich ist, dieser noth- 
wendigen Bedingung (A.) zu genügen. Sind die A ganzzahligen Functionen 
17* 
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HE, ++, %.(£) sämmtlich modulo p irreductibel, so können überhaupt nur 
dann zwei von ihnen, etwa %,(£) und %;(£) einander congruent sein, wenn 
sie von demselben Grade sind, d. h. wenn die Ordnungszahlen <, und %, der 
zugehörigen Primfactoren P, und P, einander gleich sind. Wir wollen nun 
von den Ordnungszahlen %,, %, ..., %, der nicht äquivalenten Primdivisoren 
P.,P: ..., P, immer diejenigen zusammenfassen, welche einander gleich 
sind. Es mögen also von diesen A ganzen Zahlen: 


je A, gleich z,, je 4 gleich %, ..., je A, gleich x, 
sein, so dass also A, +4,+ +4, = h ist, und die y Ordnungszahlen z,, £, - .., #, 
sämmtlich von einander verschieden sind. Es sei nun z irgend eine dieser 
y Ordnungszahlen %, ..., #%,, und es mögen durch 


’Q\ 1) 2) (A) 
(9.) Pe zu... 3 


für den Augenblick diejenigen Primfaetoren von p bezeichnet werden, deren 
Ördnungszahl gleich # ist. Ebenso seien: 


9) N N +5 PS 
die Funetionen xten Grades, denen &, beziehlich für die Primfactoren 
P®, ..., P® genügt. Wir wollen dann untersuchen, ob es möglich ist, 
diese A Funetionen modulo p als irreductibel und incongruent vorauszusetzen. 
Ist 3° (8) irreduetibel und genügt 5, modulo P betrachtet irgend 
einer anderen ganzzahligen Congruenz: 
PB) = 0 (mod.PW), 
so muss P(f) modulo P durch %°(E) theilbar sein, denn anderenfalls 
hätten ja D(E) und 3() für PC einen gemeinsamen offenbar ganzzahligen 
Theiler, was der vorausgesetzten Irreduetibilität von 3°(5) widerspräche. 
Es müsste also für den Modul PC, mithin auch für p selbst, eine Congruenz 
von der Form bestehen: | 
DE) = ZOHLPE (mod.p); 
ganz dasselbe gilt für die Funetionen F(8), ..., 3°(&), falls auch sie für 
p als unzerlegbar vorausgesetzt werden. 
Nun genügen aber alle ganzen Zahlen von (®), mithin auch $,, für 
einen jeden der A Divisoren #ter Ordnung P®, ..., P® der Congruenz: 


er _£ —( (mod. P®) (=1,2,.2), 


mithin muss der Ausdruck (&*—£) modulo p betrachtet durch jede einzelne 
der 4 Functionen F($), ..., 3°(E) theilbar sein, wenn diese, was jetzt 
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geschehen soll, als irreduetibel angenommen werden. Sollen dieselben aber 


auch sämmtlich incongruent für p sein, so muss die Function (&°—£) durch 
ihr Product theilbar sein, dieselbe muss also mindestens A modulo p irre- 
ductible Factoren zten Grades besitzen. Zerfällt man aber diesen Ausdruck 
in seine für p unzerlegbaren Theiler, so findet man*), dass derselbe nur 
solche Faectoren besitzt, deren Grad gleich x selbst oder gleich einem 
Theiler von x ist, und zwar hat (&#°—£) genau 


4 


x B 

10) He = Ep Hp pe) 
irreductible Theiler des Grades z, welche sämmtlich von einander verschieden 
sind, wenn g, q’, g', ... die sämmtlichen von einander verschiedenen Prim- 
factoren von x bedeuten. Ist also A>y(z), so ist es nicht möglich, die A 
modulo p irreductiblen Functionen Z(8), ..., 5° (£) sämmtlich von ein- 
ander verschieden anzunehmen. Spricht man demnach das hier gefundene 
Resultat für alle z von einander verschiedenen Ordnungszahlen #, ..., %, 
der Primfactoren von p aus, so geht aus dem unter (A.) angegebenen Satze 
nunmehr der folgende hervor: 


3, ' 5 

Ist p= Pi... P;" die Zerlegung einer reellen Primzahl inner- 
halb eines Gattungsbereiches (®), und sind von den % nicht äqui- 
valenten Primfactoren P,, P:, ..., P, 


4, von der Ordnung z,, 


br u P 23, 
h, pr 5 n #5 
(B.) so kann man nur dann eine Zahl $, des Bereiches (&) finden, 


welche modulo p keiner Congruenz von niedrigerem als dem ten 
Grade genügt, wenn die y Bedingungen 


(11.) h, 5 92), h; —S 9(2:), ER h, a 9(#,) 
sämmtlich erfüllt sind, wobei die y ganzen Zahlen g(z) die in (10.) 
angegebene Bedeutung haben. Ist dagegen auch nur eine dieser 
Bedingungen nicht erfüllt, so genügt jede Zahl 5, von (&) modulo p 
einer ganzzahligen Congruenz von niedrigerem als dem »ten Grade. 





*) Vgl. z. B. meine Arbeit: Untersuchung der ganzen algebraischen Zahlen eines 
Gattungsbereiches für einen beliebigen algebraischen Primdivisor; dieses Journal Bd. 101 


S. 140 und 141. 


&) des Gr 


HR 
und von welchen allgemein %,;($) ein Theiler von 
System von % Functionen kann nur dann aufgestellt werden, wenn, wie wir 
dies jetzt voraussetzen wollen, die Bedingungen (11.) sämmtlich erfüllt sind. 
Dann kann man aber auch stets ein solches System finden, weil die Anzahl 
aller modulo p incongruenten irreductiblen Functionen der Grade #, ..., % 













stets gefunden werden. 
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(mod.P) 


In der Congruenz: 


: FDP) (mod. P) 

verschwindet nämlich die linke, also auch die rechte Seite für genau so viele 
incongruente Werthe von $ als ihr Grad angiebt, nämlich für die p* moduloP 
incongruenten Zahlen des Bereiches (©). 
5, existiren, für welche 5($,) durch P theilbar ist, weil sonst die Function 
ades (p*—x) für p* incongruente Werthe von & modulo P ver- 
schwinden müsste, was nicht möglich ist. 


Se) = 0 (mod.P) 


c 
.. Ss 


8(&0) = 0 (mod.P,) 
genügt; nach dem soeben bewiesenen Satze können solche % Zahlen 55” 


Dieselben mögen aber gleich von vorn herein so 
angenommen werden, dass die linken Seiten in (12°.) nicht durch P; theilbar 


Man kann also 
stimmen, dass es eine Wurzel der beliebig gegebenen irreductiblen Congruenz 
des zten Grades 


-(h) 





Es soll nun nachgewiesen werden, dass die Bedingungen (11.) auch 
hinreichend dafür sind, dass mindestens eine Zahl &, von (®) modulo p 
keiner Congruenz von niedrigerem als dem »ten Grade genügt. Ist zunächst 
wieder P einer der k Primdivisoren von p, und x seine Ordnung, so kann 
man &, so wählen, dass es einer irreductiblen ganzzahligen Congruenz 


NO 
genügt, wenn %($) irgend einer von den g(z) irreduetiblen Theilern zten 
Grades von (&"—$£) ist. 


Es muss daher auch eine Zahl’ 


stets so be- 


Wir wählen nun A modulo p incongruente irreductible Functionen 
.,93.(&) aus, deren Grade beziehlich gleich 4, %, ..., %, sind, 


Ein solches 


[ 


grösser ist, als die Zahl der hier gebrauchten Functionen. Es seien ferner 


h ganze Zahlen von (©), welche so gewählt sind, dass allgemein &® modulo P, 
betrachtet der Congruenz 


(=1,...,h) 
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sind, d. h. dass: 
(12.) se) >0O (mod.P;) (=1,2,..%h), 
Auch dies ist stets möglich, denn wäre etwa 
(5) 0 (mod.P'), 


und ersetzt man $0 durch &”=(&{)-+n,), wo rn, eine ganze Zahl ist, welche 
durch P,, aber nicht durch ?; theilbar ist, so ergiebt sich durch Entwickelung 
nach dem Taylorschen Satze 
3.) = Hi’ +n) = HE) + EN) HE I+- 
und da nach der Voraussetzung der erste ER und ferner auch der 
dritte und alle folgenden durch P} theilbar sind, während im zweiten %,(5$) 
den Divisor P, nicht enthält, weil sonst %,(£) mit der irreductiblen Function 
31.(5) einen gemeinsamen Theiler haben müsste, so ergiebt sich aus dieser 
Gleichung die Congruenz : 
3,(E0) — mFEW)>O0 (mod.P}), 


0, 
Man kann also die A Zahlen 55°, ..., 5” von vorn herein so wählen, dass 
die 4 Ausdrücke: 
Bl) Welch) > BulEh) 
einmal und nur einmal beziehlich durch die Divisoren 
39 Zr 
theilbar sind. 
Ist dies geschehen, so ist es stets möglich, eine algebraische Zahl 
&, so zu bestimmen, dass allgemein: 
(13.) ‚=&?° (mod.P;) G=1,23..8) 
ist. Ist nämlich 77, eine offenbar stets existirende Zahl des Bereiches (6), 
welche P, nicht enthält, aber durch alle anderen Divisoren von p theilbar 
ist, und bestimmt man eine andere Zahl o, so, dass das Product 


8, =0o,IT=1 (mod.Pi) 


ist*), so ist die Zahl &, durch jeden der Divisoren P;, ..., P, theilbar, 


Un 





*) Setzt man eg =z,-+n,y, wo z, durch P, einmal und nur einmal theilbar ist, 
so bestimmen sich die beiden algebraischen Zahlen &, und y, aus den linearen Con- 
gruenzen für den Modul P, 

(+2, y)H7—1 


”, 


z I? =1 (mod.P,), -=0 (mod.P,), 


welche stets gelöst werden können. 
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während sie durch P; getheilt den Rest 1 lässt. Sind nun ebenso: 
a En 5 
h ganze algebraische Zahlen, welche so gewählt sind, dass allgemein: 
& = 1 (mod.P;), 
& = 0 (mod.P}), (>) 
und setzt man: 
(14.) het tt, 


- 


so genügt in der That $, den A Bedingungen (13.); es ergiebt sich also 
aus (12°) und (12”.), dass allgemein: 
(EO)=EFTEN)=0 (mod.P) G=1...,0) 
\EAEHA)>O (mod.P). 
Ferner ist aber allgemein der Ausdruck %;(,) durch keinen von P; ver- 
schiedenen Primtheiler P, theilbar; denn da %,($,) durch P, ebenfalls divisibel 
ist, so müssten die beiden irreductiblen Functionen %,(5) und %,(5) einen 
gemeinsamen Theiler haben, d. h. sie müssten einander congruent sein, was 
der oben über diese Funetionen gemachten Annahme widerstreitet. 

Hat man also 5, der Bedingung (14.) gemäss gewählt, so genügt 
diese Zahl allgemein für den Primtheiler ?, der irreductiblen Congruenz 
des z#,;ten Grades: 


(15.) 


35:5) =0 (mod.P;,), 


und dieser Ausdruck ist ausser durch P; durch keinen anderen Primfactor 
theilbar, d. h. es ist: 


” p+u%5;(,) — m, 
u . ' u . no . 
Ist dies aber der Fall, so beweist man genau ebenso, wie dies für die 


Fundamentalform «, im $ 3 der vorigen Arbeit geschah, dass die Congruenz 
des „ten Grades 


3H.FO... Fe) = 0 (mod.p) 
die niedrigste ist, der &, genügt, d.h. es ist auch die Umkehrung des 
Satzes (B.) richtig. 

Beachtet man, dass die Ordnung x eines Primdivisors P von p über- 
einstimmt mit dem Grade in » des entsprechenden modulo p irreductiblen 
Factors S(w) in (2.), so kann man das jetzt erlangte Resultat auch ohne 
Benutzung der Primfactoren von p folgendermaassen aussprechen: 
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Ist 
ar ne: pi \ an 
5 (w) 57)... (w) (mod.p) 
die Zerlegung der Fundamentalgleichung einer Gattung (6) in 
ihre modulo p irreductiblen Factoren, und geben die Zahlen 


5 a; * . .. RR 


an, wie viele von den h Factoren %,(%), ..., %,(w) in w beziehlich 
von dem Grade 
Bi Me er 
(C.) sind, so genügt dann und nur dann jede Grösse 5, des Bereiches 
modulo p einer Congruenz von niedrigerem als dem »ten Grade, 
wenn von den y Bedingungen 


y n N 


auch nur eine erfüllt ist. Hier bedeutet allgemein g(z) den ganz- 
zahligen Ausdruck 
1 = - 


Ei \ 


9(z) = (p—Zp! +Ep" —), 


. 
und g, 9, ... sind die von einander verschiedenen Primfaetoren 
der Zahl z. 
Es sei nun $, irgend eine Zahl des Bereiches (©); drückt man dann 
die » ersten Potenzen von S, durch das Fundamentalsystem &, ..., $, aus, 
so ergeben sich » Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten: 


1 Zn d,uSı 1 T088 
c ar fo x 
16 =() . d,ıSı +'+ +4,15; 
(16. | 
DB Fee) c 
s() u Ad, n-ı1Sı7T 7 O,n 1®n*® 





Nun eenüet &, dann und nur dann modulo » einer eanzzahlisen Coneruenz 
o bee) Eee) Lew) bee) 
von niedrigerem als dem »ten Grade, wenn die Determinante 


1a 2 2 E. N a 
der » linearen Gleichungen (16.) durch p theilbar ist, denn nur in diesem 
Falle kann man » nicht sämmtlich durch p theilbare ganze Zahlen 
Au Ay», A,_, So bestimmen, dass, wenn man die erste Gleichung mit A,, die 
zweite mit A, ..., die letzte mit A,_, multiplieirt und sie addirt, die Summe 

At+Agst+t+A,." = 0 (mod.p) 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 2. 18 
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ist, weil die Coeffieienten von $, ..., 5, auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung sämmtlich durch p theilbar sind. Bildet man nun die » Gleichungs- 
systeme, welche man aus (16.) erhält, wenn man von (®) zu den » conjugirten 
Gattungen übergeht, so beweist man genau, wie dies in der vorigen Arbeit 
geschah, die Richtigkeit der Gleichung: 
DS) = ja,.D 

wo D(&,) die Diseriminante der Gleichung für &, und D die Gattungs- 
diseriminante von (®) bedeutet. 

Jede Gleichungsdiseriminante besteht also aus zwei wesentlich ver- 
schiedenen Theilen, einem, der Gattungsdiseriminante D, welcher in allen 
Diseriminanten derselbe ist, einem anderen, dem Determinantenquadrate 
'a,.|’, welcher von der speciellen Wahl von &, abhängt. Aus diesem Grunde 
mag im Anschluss an eine Bezeichnung Kroneckers der erste der wesent- 
liche, der letzte der ausserwesentliche Theiler der Diseriminante D($,) genannt 
werden. Eine Primzahl p ist also dann und nur dann in ja,” enthalten, 
d.h. sie ist ein ausserwesentlicher Thheiler der Diseriminante D(£,), wenn 
&, modulo p betrachtet einer Öongruenz von niedrigerem als dem »ten Grade 
genügt. Aus unserem Satze (O.) folgt nun, dass auch dieser erste T'heil 
der Diseriminante |a,, obwohl er von der Wahl von $&, abhängt und mit 
&, sich ändert, dennoch Factoren besitzen kann, welche dieselben bleiben, 
wie auch &, gewählt werde, welche also durch geeignete Wahl von &, nicht 
beseitigt werden könnten. Diese „gemeinsamen ausserwesentlichen Theiler‘ 
aller Gleichungsdiscriminanten einer Gattung sind alle Primzahlen p und nur sie, 
für welche jede Zahl &, des Bereiches einer Congruenz von niedrigerem als 
dem »ten Grade genügt. Mit Benutzung des Satzes Be kann dieses 
Resultat folgendermassen ausgesprochen werden: « 

Ist 
F(w) = F(w).. ‚For w) (mod.p) 

die Zerlegung der Fundamentalgleichung einer Gattung (©) 

ihre modulo p irreductiblen Faectoren, und geben die Zahlen A,, ..., 4, 
(D.) an, wie viele derselben bzw. vom Grade <, ..., #, in ® sind, so 

ist p dann und nur dann ein gemeinsamer ausserwesentlicher 
Theiler aller Gleichungsdiseriminanten D($,) von (®), wenn von 
den y Bedingungen 

,D>ga), -. >96) 

mindestens eine erfüllt .ist. 


RNIT IETTE 


ER BENENNEN EN a N NEE 
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82. 


Das im vorigen Abschnitt abgeleitete Resultat kann auch in einer 
anderen Form ausgesprochen werden, welche darum bemerkenswerth ist, 
weil hier weder die Kenntniss der Zerlegung von p innerhalb des Bereiches 
(®), noch auch die Zerfällung der Fundamentalgleichung modulo p voraus- 
gesetzt zu werden braucht. 

Es sei nämlich P ein beliebiger Primfactor von p und z seine Ord- 
nungszahl. Ist dann wieder 

w, = uSsıt +5, 


eine Fundamentalform für den Bereich (©), und setzt man allgemein: 


u u 2 
wo = wit tu, =, 


so lehrten die in der vorigen Arbeit durchgeführten Untersuchungen (a. a. O. 
S. 65), dass von diesen unendlich vielen Linearformen nur die z ersten d.h. 
die Formen 


Be . . 
für unbestimmte ,, ..., a, modulo P verschieden sind, dass dagegen 
©, 0 WO, ZeWw,, ... und allgemein 

©, Z w, (mod.P) 


ist. Hieraus folgt sofort, dass eine Linearform 
w,„-w, = (5 5 )+w (Er — 5) + +, (Er —8,) 

dann und nur dann durch den Primfactor P theilbar ist, wenn die Zahl » 
ein Vielfaches seiner Ordnungszahl z ist. Ist dies der Fall, so lehren die 
folgenden einfachen Betrachtungen, dass P auch nur einmal in jener Linear- 
form enthalten ist. 

Ist zunächst P ein mehrfacher Theiler von p, ist also auch P’ 
in p enthalten, so besteht nach dem Fermatschen Matze für alle ganz- 
zahligen Werthe von %, ..., @, die Öongruenz: 


vw, = w}’ (mod.p) 
und dieselbe ist also a fortiori für den Theiler P? von p erfüllt. Wäre 
also für unbestimmte «, ..., @, P° ein Theiler der Linearform ®w,—w,, so 
müsste für alle Zahlen &,=a,$,+:--+a,S5, von (Ö) die Congruenz bestehen: 
5 = 0 (mod.P?), 
eine Annahme, von deren Unrichtigkeit man sich leicht überzeugt, wenn 
15* 
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man z.B. $,=n annimmt, wo zz durch P aber nicht durch P? theilbar sein 
soll; denn dann redueirt sich die linke Seite dieser Congruenz für den 
Modul P’ einfach auf (—n), weil rn” sicher durch P? theilbar ist. 

Ist dagegen P nur ein einfacher Theiler von p, und wäre die Linear- 
form ®,—w, für unbestimmte (,, ..., ,) durch P’” theilbar, so müssten für 
die » Elemente des Fundamentalsystems die Congruenzen: 


V 


&-5, = 0 (mod.P?) Geh), 


bestehen, was, wie leicht zu sehen ist, im allgemeinen nicht der Fall sein 


wird. Sollte aber das System ($, ...., $,) diese Eigenschaft haben, so kann 
man dasselbe, ohne seinen Charakter für den Modul p, auf den es hier 
allein ankommt, zu verändern, durch ein anderes ersetzen, für welches 
dieser Ausnahmefall nicht eintritt. Ersetzt man nämlich in diesem Falle 
nur eins der » Elemente, etwa 5, durch $,+p, so ist nach dem bino- 
mischen Satze: 


EHEN =E-H-p=—-pZ0 (mod.P?) 


weil alle anderen Terme durch p’, mithin auch durch P’ theilbar sind. Am 
einfachsten vermeidet man das Auftreten dieses Falles, ohne die Primfactoren 
von p zu kennen, wenn man, was stets möglich ist, das erste Element des 
Fundamentalsystems von vornherein gleich Eins annimmt, und dann an 
Stelle desselben $, = 1+p einführt, wodurch der Charakter des Fundamental- 
systems modulo p überhaupt nicht geändert wird. Dann kann dieser Aus- 
nahmefall für keinen Primfactor von p eintreten, weil ja 


-5= (4m —-(Al+p)=-p (mod. p’) 
ist; in diesem Falle enthält also auch ®,—w, keinen einfachen Primtheiler 
von p mehr als einmal. 

Das Resultat dieser kurzen Betrachtung kann jetzt in dem folgenden 
Satze ausgesprochen werden: 
Die Linearform 

0,0 = ml —-5)+ +5), 

welche in Bezug auf die Elemente $,, ..., &, des Fundamental- 

systemes vom Grade p” ist, ist für unbestimmte «, ..., a, durch 

das Product aller von einander verschiedenen Primtheiler von p 

theilbar, deren Ordnungszahl < ein genauer Theiler von » ist, und 

sie enthält jeden von diesen nur ein Mal. 


RP 


a 
er 


7 * 
8 
Er 
: 
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Aus diesem Satze kann man eine interessante Folgerung ziehen, 
welche für eine folgende Untersuchung von Wichtigkeit ist: 
Enthält die Primzahl p lauter von einander verschiedene Primfaetoren, 
ist also 
oe PP..# 


so kann man stets eine solche Linearform ®w»,—w, finden, dass sie durch die 


h3 


reelle Primzahl p selbst theilbar ist, oder, was dasselbe ist, dass die 
n» Uongruenzen: 


&e = 8, (mod.p) G=1,2..,n) 


ı ti 
sämmtlich erfüllt sind. Nach dem soeben angegebenen Satze braucht man 
nämlich für » nur das kleinste gemeinsame Vielfache der » Ordnungszahlen 


° zu wählen. 


Zur 2.., %, von den Primdivisoren P.. ..., F 

Enthält dagegen p auch nur einen Primdivisor mehr als einmal, so 
ist keiner jener Linearfactoren w,—w, durch p selbst theilbar, weil keine 
jener Differenzen einen mehrfachen Theiler von p mehr als einmal ent- 
halten kann. Es ergiebt sich also der Satz: 

Die Primzahl p zerfällt dann und nur dann innerhalb des Be- 
reiches (®) in lauter nicht äquivalente Divisoren, wenn mindestens 
eine der Linearformen (w,—w,) durch p selbst cheilbar ist. 

Da die Zahl p dann und nur dann in der Gattungsdiseriminante von 
(&) enthalten ist, wenn sie mindestens einen Primfactor mehrfach enthält, so 
kann man als Corollar des vorigen noch den folgenden Satz aussprechen: 

Die Primzahl p ist dann und nur dann in der Discriminante 
der Gattung (&) enthalten, wenn eine der Linearformen (w,—w,) 
durch eine gebrochene Potenz von p, aber nicht durch p selbst 
theilbar ist. 

Es sei nun x eine beliebige ganze Zahl. Wir bilden dann das 
Product: 
(w—w,).Ilw, —w,).Iw „ —w,).-- 


EDER EET . a & 
F,(w\,) Il(w R — o,).11(w . 0)... 


q 979” 
' 7 . .. . . a u ya: > j 
wo q, 9, Y', ... die sämmtlichen von einander verschiedenen Primfaetoren 
von # bedeuten, oder kürzer das Product: 


7 / €, 
F,Q@o) = How)", 


wo &,= +1 zu setzen ist, je nachdem der zugehörige Theiler d von x eine 
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gerade oder eine ungerade Anzahl verschiedener Primfactoren gq, g’, q', --- 
weniger enthält als x, wo dagegen e,= 0 ist, sobald der Quotient 7 irgend 


welche gleichen Factoren enthält. Dieser Quotient ist eine gebrochene 
Funetion der Elemente (8, ..., $,) des Fundamentalsystems von (®), welche 
in Bezug auf diese von der Dimension: 


9%) = pp! +2p"" = Zeup‘ 
dx 
ist, und man erkennt sofort, dass derselbe äquivalent dem Producte aller 
der verschiedenen Primtheiler von p ist, deren Ordnungszahl genau gleich 
x ist. Ist nämlich zuerst ? ein Primtheiler von p, dessen Ordnungszahl x 
kein Theiler von x ist, so ist ?P weder im Zähler noch im Nenner von 


F,(w,) enthalten. Ist dagegen * irgend ein Theiler von x, so zeigt man 
genau, wie bei der entsprechenden Frage in der Theorie der Kreistheilungs- 
sleichungen, dass P genau so oft im Zähler, wie im Nenner von F,(w,) 
vorkommt, sich also einfach forthebt. Ist endlich z=x, so ist P einmal 
und nur einmal in der im Zähler von F,(w,) auftretenden Linearform 
(e„—w,) enthalten, und hiermit ist die Behauptung vollständig erwiesen. 
Sind also P®, P®, ..., P“* alle von einander verschiedenen Primfactoren 
von p, deren Ordnungszahl gleich z ist, so ist F,(w,) gleich dem Produete 
derselben, d. h. es besteht die Aequivalenz: 


A, 
F,(w) = Mw,-w)' Po p®,,. pP», 
dx 
und hieraus ergiebt sich durch Uebergang zur Norm die Gleichung: 
.Z L . 
N.F,(w) =» % =p x 


Die Form F,(w), welche in Bezug auf &, ..., 5, von der 
Dimension g(z) ist, besitzt also die Ordnungszahl z4,, wenn A, 
die Anzahl der von einander verschiedenen Primfaetoren von p 
von der Ordnung x ist. Existirt kein Primfactor der Ordnungszahl 
z, so ist natürlich 4, = 0 zu setzen. 

Bildet man nun die » Formen: 


F,(w,) @=1,2%..,n 


so sind ihre Ordnungszahlen Z, gleich z4,; nach dem oben bewiesenen 
Satze (D.) ist aber die Primzahl p dann und nur dann ausserwesentlicher Theiler 


I 
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aller Gleichungsdiseriminanten D($,) von (©), wenn von den Ungleichungen 
1,>g(2) = 1 oder also x4, > g(z) 


mindestens eine erfüllt ist. Da nun 4, die Ordnungszahl der Form F,(w,) 
ist, und g(z) ihre Dimension in Bezug auf $, ..., $, so kann man das 
vorher gefundene Resultat nunmehr in der folgenden einfachen und eleganten 
Form aussprechen: 
Die Primzahl p ist dann und nur dann gemeinsamer ausser- 
wesentlicher Theiler aller Gleichungsdiseriminanten D(£,) des 
Gattungsbereiches (®), wenn unter den Formen 


n) \€, 
F,(w,) = II (w.—w,) ’ (#=1,...,n) 
da 


mindestens eine vorhanden ist, deren Dimension in Bezug auf die 
Elemente ($, ..., $,) des Fundamentalsystems kleiner ist als ihre 
Ördnungszahl, d. h. als der Exponent Z, von p in der Gleichung 


N.F,(w) = p"*. 


Die Frage der gemeinsamen ausserwesentlichen Diseriminantentheiler 
kann endlich noch in einer ganz anderen Weise behandelt werden, und hier 
ergiebt sich ein neues und besonders einfaches Kriterium für das Auftreten 
derselben. 

Ist nämlich 


£(0) &(V) 
sı b) . . ” h) = 


ein Fundamentalsystem für die betrachtete Gattung (®), und sind 


ww = 4, EU) +..+%, EN, 

1 cl cl) 
w‘ EM: u, gl) +... +u,Sl 3 
we) = 4 Er DL grD 


die Fundamentalformen für die Gattung (®) und ihre Conjugirten, so ist die 
Diseriminante der Fundamentalgleichung: 


D= N w®-w®) Dr 
Br 


a = ß 
Go 


eine homogene Function von %, ..., «, mit ganzzahligen Üoveffieienten; der 


n 


grösste gemeinsame Theiler aller dieser Coefficienten ist eine ganze Zahl, 
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welche, wie ich in der oben erwähnten Arbeit (s. 8. 78) nachgewiesen habe, 
mit der Gattungsdiseriminante, d. h. mit dem Determinantenquadrate 





(x) |? i=1L2 .., 8% 
B | ii Bere 3 
übereinstimmt; es ist nämlich 
(3.) Die, a) = Pl, 220 Me lii], 
wo S(u, ..., a,) eine homogene Function von %, ..., %, ist, deren Dimen- 


R ' n(n—1) . n i 
sion offenbar gleich 6) ist, und deren Coefficienten keinen allen ge- 


meinsamen Zahlentheiler mehr besitzen, d.h. /(w,, ..., «,) ist eine primitive 
ganzzahlige Function von %, ..., U. 

Wählt man nun an Stelle von «»“ irgend eine ganze Zahl des 
Bereiches 


E) nn EN... ta E00) 


nn 


nebst ihren Gonjugirten, so wird ihre Gleichungsdiseriminante gefunden, wenn 


man in dem Ausdruck (3.) die Unbestimmten »,, ..., a, beziehlich durch 
die ganzen Zahlen a,, ..., a, ersetzt, und die Primzahl p ist dann und nur 


dann ausserwesentlicher Thheiler dieser Gleichungsdiseriminante, wenn sie 
in S(a, ..., a,) enthalten ist. Hieraus folgt sofort der Satz: 
Die Primzahl p ist dann und nur dann ausserwesentlicher T'heiler 
aller Gleichungsdiseriminanten der Gattung (6), wenn die primitive 
Form 
Bi 2 
für alle ganzzahligen Werthe der Unbestimmten , ..., a, durch 
p theilbar ist. 

Die Frage, wann eine ganzzahlige Form für alle ganzzahligen 
Werthe der Unbestimmten durch eine Primzahl p theilbar ist, wird nun 
vollständig durch den folgenden einfachen Satz gelöst: 

Eine Form U(w, ..., «,) ist für alle ganzzahligen Werthe von 
%, ».., %4, durch eine Primzahl theilbar, wenn sie das Modulsystem 


(4.) (p; Wu, ..., uU, 
enthält, d.h. wenn U in der Form 
(4*,) Uu, ...,%) = P-U.+W-w)U, ++ —u)U, 


geschrieben werden kann, wo U, U,, ..., U, ganze ganzzahlige 
Funetionen von %, ..., a, bedeuten. 


PURE VEREINE EN ENR 03. e are 
EEE ER Eee ART NA de 
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Man kann diesen Satz am leichtesten inductiv beweisen: In der 
That besteht er offenbar für den Fall, dass gar keine Variable vorhanden 
ist; wir wollen nun annehmen, dass er für den Fall von „—1 Variabeln 
(%, ..., %,) bewiesen sei, und seine Richtigkeit für » Variable nachweisen. 
Ist die Form U(w,, ..., «,) in a, von höherem als dem (p—1)-ten Grade, so 
kann man sie modulo #—u, auf eine andere U(w, ..., w,) redueiren, deren 
Grad in «, höchstens gleich p—1 ist, denn es ist offenbar: 


.—u, Wem :...,. Wr (mod. —-u)). 


Ördnet man die so erhaltene Function nach Potenzen von w, so ergiebt sich 
eine Congruenz: 


(B.) Ua, .., WEU=-U RT +U Wr +.+U,_, (mod.(W—w,)), 


und .die Function U(w,, ..., a,) wird für jedes ganzzahlige Werthsystem von 
(%ıy ..., ,) ebenfalls durch die Primzahl p theilbar sein, wenn dasselbe für 
U(w,...,a,) der Fall ist, und umgekehrt, weil sich ja beide nur um ein 
Vielfaches von #—u, unterscheiden, und dieser Ausdruck für jeden ganz- 
zahligen Werth von «, nach dem Fermatschen Satze seinerseits ein Vielfaches 
von p ist. 

Legt man nun %, ..., #, irgend ein ganzzahliges Werthsystem 
Se 


so muss der so entstehende Ausdruck für U, 


G% ..., a, bei, wodurch U, ..., U 


SR übergehen mögen, 


p—l 


Aut! - A, u tr. + A 


durch p theilbar sein, wenn man für «, jede der p incongruenten Zahlen 
0, 1,..., p—1 setzt; da aber ein Ausdruck (p—1)-ten Grades modulo p 
für p incongruente Werthe nur dann verschwinden kann, wenn alle Coef- 
ficienten durch p theilbar sind, so folgt, dass U(«,, ..., «,) dann und nur dann 
für alle ganzzahligen Werthsysteme durch p theilbar ist, wenn für die p Coef- 
fieienten U,(u,, Rare 11 ERBEN U,_,(u, ..., %,), welche nur %,. ..., a, enthalten, 
dasselbe gilt. Ist dies aber der Fall, so enthalten nach der oben gemachten 
Annahme alle diese Coeffieienten das Divisorensystem (p; d— u, ..., @—u,). 
Ein Gleiches gilt also von der ganzen Form U(u,, U 2... %,) und aus der 
Gleichung (5.) ergiebt sich endlich, dass die zu untersuchende Function das 
Divisorensystem 


(p; Wu, ..., a—u,) 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 2. 
































bewiesen. 


nantentheilers: 
Ist 


Gleichung besteht: 


ET.» 
die von ihren Zahlenfactoren befreite Diseriminante der Fundamental- 
gleichung einer Gattung (©), so ist die Primzahl p dann und nur 
dann gemeinsamer ausserwesentlicher Theiler aller Gleichungs- 
diseriminanten von (©), wenn die primitive ganzzahlige Form 
I (tr ..., 9) des 4n(a—1)-ten Grades das Divisorensystem 

(p; W—u, .. 


im Sinne der Kroneckerschen Festschrift enthält, d.h. wenn eine 
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., %,) 


Un —U, 


enthält, denn dieselbe unterscheidet sich von der vorher betrachteten ja 
nur um ein Vielfaches von («—u,); und hiermit ist jener Satz vollständig 


Mit Hülfe dieses Satzes ergiebt sich nunmehr das folgende einfache 
Kriterium für das Auftreten eines gemeinsamen ausserwesentlichen Diserimi- 


I(u. 9%) = Up+ ll, —u)+ + U, —u,), 
wo U,, U,,..., U, ganze ganzzahlige Functionen von %, .... a, sind. 

In seiner Festschrift zu E. E. Kummers Doctorjubiläum erwähnt 
l. Kronecker die Möglichkeit des Auftretens solcher gemeinsamen ausser- 
wesentlichen Diseriminantentheiler und fügt hinzu, dass dieser Fall „zum 
Beispiel“ dann eintritt, wenn die primitive Form (uw, ...,«,) sich als 
ganze homogene Function von lauter Ausdrücken (u—w,) darstellen lässt. 
Die durchgeführten einfachen Betrachtungen lehren, dass dieser Fall im 
wesentlichen auch zur dann eintreten kann, wenn man nämlich noch 
ein Glied von der Form pU,(w, ..., «,) zu jenen Ausdrücken hinzufügt; 
doch war zu dem vollständigen Beweise auch das in der ersten Arbeit (8. 78) 
sefundene Resultat nöthig, dass die Form /(w,, ..., ,) wirklich primitiv ist, 
d.h. dass die Diseriminante D(w,, ..., ,) der Fundamentalgleichung ausser 
der Gattungsdiseriminante keinen Zahlentheiler mehr enthält. 

Kennt man jene primitive Form (uw, .. 
leicht zu entscheiden, ob p ein gemeinsamer ausserwesentlicher Diseriminanten- 
theiler von (®) ist, oder nicht. Man hat nämlich nur alle Coeffieienten dieser 
Form auf ihre kleinsten Reste modulo p, alle Exponenten von %, ..., %,, 
welche grösser sind als p—1, auf ihre kleinsten Reste modulo p—1 zu re- 


., %,), 80 ist es hiernach sehr 


a nen in 


Se 


PA 3 „ re ? LE 
ie [a 
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dueiren; dann. ist p dann und nur dann ausserwesentlicher 'T'heiler aller 
Diseriminanten von (G), wenn die so erhaltene Form identisch Null ist. 

Ich will für diese Art der Behandlung des Problems nur das folgende 
einfache Beispiel geben, welches von einem etwas anderen Gesichtspunkte 
aus in meiner Doctordissertation untersucht worden ist. 

Es sei v eine beliebige reelle Primzahl von der Form 3u+1 
und ®,(e) die durch die drei u-gliedrigen Perioden &, &, & der 
vten Einheitswurzeln constituirte Gattung. Es sollen die gemein- 
samen ausserwesentlichen T'heiler aller Gleichungsdiseriminanten 
dieser Gattung gefunden werden. 

Für den Bereich ©,(e) bilden die 3 Perioden &, &. & selbst ein 
Fundamentalsystem. Setzt man also: 


vo, = WEHT, t %6;, 
w = UEtUE UF, 
D%; = UM &-+ Ur, + U, E;, 


so ist das Product (we, —-w,)(w;—w,)(w;—w,) die Quadratwurzel aus der 
Diseriminante der Fundamentalgleichung. Unter Benutzung der bekannten 
Ausdrücke für die Resolvante der kubischen Periodengleichung ergiebt sich 
für diese Quadratwurzel ohne Schwierigkeit der Ausdruck: 
IKw—w;,) = -v(ad,+P4:). 
Hier sind « und /£ diejenigen ganzen Zahlen, welche bei der Zerlegung 
von v in seine Primfaetoren im Gebiete der dritten Einheitswurzeln auftreten: 
es ist nämlich: 
(6.) v = (@a+3Po)(a+3Pe’) = e—3aß+9IP (e+e+i=0), 


und /, und 4, sind die beiden primitiven Formen: 
i 3 3 
I,= (un) u); —u)= Fun — Fuju,,.. 
==] =] 


I, = (uw; —3u;u;,,)+ bu, u, u;. 
Da die Form 4, in Bezug auf jede der Grössen ,, %, %, nur vom zweiten 
Grade ist, so kann hier nur die Zahl 2 als gemeinsamer Diseriminanten- 
theiler auftreten. Redueirt man aber die Formen /, und /, für das Divi- 
sorensystem: 

M= (2, w—-u, W—U, u—U;) 

auf ihren kleinsten Rest, so erkennt man sofort, das /, dasselbe enthält, 
19* 
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und es ergiebt sich für die primitive Form («4,+ß4,) die Congruenz: 
ad, +ß4, = Pl ta +w)+ (un + +uu)] (mod.M), 

d.h. die Zahl 2 ist dann und nur dann gemeinsamer Diseriminanten- 

theiler von ®;(e), wenn 

P= (mod.2) 

1st. 

Diesem Resultate kann man nun eine elegantere Form geben. Die 
in (6.) angegebene Zerlegung von v liefert nämlich die folgende Darstellung 
von 4rv: 

4v = (2a —-3P\+27 = A’+27B’, 
d. h. die Zahl 4» ist stets in der Form A’-+27B” darstellbar, und die 
Eindeutigkeit der Zerlegung (6.) lässt unmittelbar erkennen, dass auch diese 
Darstellung eine eindeutige ist. Aus den beiden Gleichungen: 
A=20-3ß, B=P 
folgt nun, dass A und B dann und nur dann durch 2 theilbar sind, wenn 
für # dasselbe gilt, d. h. nur in diesem Falle ist nicht nur 4v, sondern auch 
v selbst in der Form A’-+27B? darstellbar. Es ergiebt sich also der Satz: 
Ist v=3u+1 eine beliebige reelle Primzahl, so ist die Zahl 2 
dann und nur dann gemeinsamer ausserwesentlicher Diseriminanten- 
theiler der Gattung ®;(e), wenn die Zahl » in der Form 
v= A’+27P 
dargestellt werden kann. 

Dieser Fall tritt für Primzahlen » im ersten und zweiten Hundert 
allein bei den kubischen Periodengleichungen ein, welche aus Einheits- 
wurzeln von einer der Ordnungen 


31, 43, 109, 127, 157, 189 
gebildet sind. 


$4. 


In der oben erwähnten Besprechung der gemeinsamen ausserwesent- 
lichen Diseriminantentheiler einer Gattung macht Kronecker auf den merk- 
wiirdigen Umstand aufmerksam, dass man dieselben dadurch beseitigen kann, 
dass man die Coefficienten %, %, .. ., %, der Linearform 


w, = uSı+t+u,S, 
nicht mehr innerhalb des Bereiches der reellen ganzen Zahlen, sondern in 
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dem grösseren Raume der ganzen algebraischen Zahlen eines anderen 
Gattungsbereiches 7’(&) beliebig annimmt. Jedoch beweist Kronecker diesen 
interessanten Satz an jener Stelle nicht, und er giebt auch nicht an, wie 
dieser Gattungsbereich zu wählen ist, damit das Auftreten der gemeinsamen 
Diseriminantentheiler vermieden werde. Auch später ist Kronecker auf diesen 
Gegenstand nicht mehr zurückgekommen, und ich habe in seinen hinter- 
lassenen Papieren bis jetzt keine Andeutung des Beweises finden können. 
Ich möchte daher auf diesen Punkt kurz eingehen und ausserdem 
zeigen, wie man die Gattung 7{) für die Coefficienten «,. ..., «, zu wählen 
hat, damit eine Primzahl p aufhört, gemeinsamer Diseriminantentheiler zu 
sein, und welches die Gattung niedrigster Ordnung ist, deren Adjunetion 
für diesen Zweck nothwendig ist. Endlich soll der Nachweis geführt 
werden, dass man zu diesem Zwecke für die Coefficienten immer nur die 
allereinfachsten algebraischen Zahlen, nämlich solche zu wählen braucht, 
welche aus Einheitswurzeln vom Primzahlgrade bestehen. 
Zu diesen Resultaten führt der folgende Satz, der eine einfache Er- 
weiterung des im vorigen Abschnitte aufgestellten ist: 
Es seien 
(1.) Fe), Fle) 7, File) 

n ganze ganzzahlige Functionen von je einer Variablen x, ..., “,, 

und es besitze allgemein F;(w,), modulo p betrachtet, genau so viele 

incongruente ganzzahlige Wurzeln z,, als ihr Grad angiebt; ferner 

sei F(u,, ..., u,) eine ganze ganzzahlige Function von allen » Ver- 

änderlichen «, ..., a. Dann besteht die Congruenz: 


(2.) F(3,, 34 -- -, 3.) = 0 (mod.p) 


dann und nur dann für alle Congruenzwurzeln z,, ..., 3, der n 
Funetionen (1.), wenn F(w,,..., «,) das Divisorensystem 


(p; F, (u,), og F,(u,)) 


im Sinne der Kroneckerschen Theorie enthält. 

Der Beweis dieses Satzes kann genau ebenso wie der des vorigen 
geführt werden, da sich jener ausschliesslich auf den Umstand stützte, dass 
die Congruenzen des pten Grades 

F(u)=w—uw=0(0 (mod.p) 
genau p, d.h. ebenso viele modulo p incongruente Wurzeln besitzen, als 
ihr Grad angiebt, und dass p eine Primzahl ist. 
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Diesen Satz kann man endlich noch in der Weise erweitern, dass 
man als Coefficienten der a+1 Functionen F,(w,), ..., F,(w,), Fu. ..., u, 
nicht mehr reelle ganze Zahlen, sondern ganze algebraische Zahlen 5 eines 
beliebigen Gattungsbereiches /'(Z) annimmt; nur muss man dann an Stelle 
der reellen Zahl p, weil sie innerhalb 7%) im allgemeinen den Charakter 
der Unzerlegbarkeit verliert, einen Primdivisor p({) von p als Modul an- 
nehmen. Besitzen dann allgemein die Funetionen 


F;(u;, C) 
modulo p(L) betrachtet innerhalb des Bereiches 7’) genau so viele incon- 
gruente Wurzeln Z, als ihr Grad angiebt, so beweist man wieder genau 
wie vorher, dass für eine ganze Function F(w, ..., w,, 5) die Congruenzen 
F(,, Ga, nn En C) = V (mod. p(d)) 


für alle Werthsysteme (Z,, ..., £,) dann und nur dann sämmtlich erfüllt sind, 


wenn die Function F(w,, ..., a,, &) durch die Elemente des Divisorensystemes 
(2; ke er Mr 


homogen und linear mit ganzen Coefficienten dargestellt werden kann. 
Wir wollen nun speeiell annehmen, dass die Coefficienten jener 
n-+1 Funetionen F;(w,,&) und F(w,,..., u,,{) wieder reelle ganze Zahlen 
sind, und wollen, um diese Voraussetzung zum Ausdruck zu bringen, die- 
selben wieder wie vorher durch F;(w,) und F(w,,..., «,) bezeichnen. Da- 
gegen mögen die Congruenzwurzeln Z, der Funetionen F;(w,) modulo p(Ü) 
jenem Gattungsbereiche 7'() angehören. KRedueirt man dann die ganze 
ganzzahlige Function F(w,, ..., #,) zunächst für das ganzzahlige Modulsystem 
iii. u Hl) 
auf seinen kleinsten Rest, so erhält man eine ganze Function Fu, ..., «, 
Von %, -.., %, mit reellen ganzzahligen Coefficienten, welche allgemein in 
a, von niedrigerem Grade ist als die Function F;(w,). Diese redueirte Function 
kann dann offenbar nur dann durch die Elemente des Systemes: 


P&), Flam) +. Frl) 


homogen dargestellt werden, wenn alle ihre Zahlencoefficienten durch p(d), 
also auch durch p selbst theilbar sind; d.h. F(w,, ..., «,) enthält dann und 
nur dann das Divisorensystem 


(Pd), Fa) F,(u,)): 
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wenn es durch das reelle System 


Be), F,(u,)) 


homogen und linear dargestellt werden kann. 
Die Funetion F(w,, ..., v,) verschwindet hiernach dann und nur 
dann modulo p(&) für alle Congruenzwurzeln der » Funetionen 
F;(u,), wenn die Congruenz 


(3.) Fran? .. 0 [modd.(p, Fı(a,), ---, F,(u,))] 
besteht. 
Diesen Satz kann man nun benutzen, um die im Eingange dieses 


Abschnittes gestellten Fragen in sehr einfacher Weise zu lösen. Sei näm- 
lich, wie in dem ersten Abschnitte dieser Arbeit, 

vw = ws tat +u,S, 
die Fundamentalform des Gattungsbereiches (6), während w,, w.. ..., ®,_, 
die a—1 zu w, conjugirten Fundamentalformen bezeichnen, endlich sei 

te a 

die von ihrem Zahlentheiler (der Gattungsdiseriminante) befreite Diseriminante 
der Fundamentalgleichung. Ist dann /'(Ü) 


7 


ein beliebiger anderer Gattungs- 


(Z), so werde 


\ 


bereich und p(£) ein Primdivisor der reellen Primzahl p für 7 
zunächst untersucht, unter welcher Bedingung p({) gemeinsamer ausser- 
wesentlicher Theiler aller Diseriminanten // (w,—w,) ist, wenn man jetzt für 
%, ---, 4%, nicht mehr beliebige reelle, ganze Zahlen, sondern beliebige 
ganze algebraische Zahlen des Bereiches /'(T) setzt; oder, was dasselbe ist, 
unter welcher Bedingung die primitive Form 4(w,, ..., «,) stets durch p(£) 
theibar ist, wenn man für «,, ..., a, beliebige ganze Zahlen des Bereiches 
IC) setzt. 

Ist nun k die Ordnungszahl des Primdivisors p({) für den Bereich / 
ist also die Anzahl der modulo p({) ineongruenten ganzen Zahlen von /' 


b 


gleich p', so genügt jede Zahl & dieses Bereiches der Congruenz: 

eu — 0 (mod.p(Ü)). 
und diese Congruenz besitzt also innerhalb 7’ genau so viele incongruente 
Wurzeln, als ihr Grad angiebt. Die obige Frage kann also auch so ge- 
stellt werden: Unter welcher Bedingung ist die primitive Form 4(uw.. ..:, %, 
für alle Congruenzwurzeln modulo p(£) der » Functionen 


‚k k ‚k 
u, WU, ::, Eu 


n 
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durch p(£) theilbar. Diese Frage wird aber unmittelbar durch den zuletzt 
abgeleiteten Satz beantwortet, wenn man dort die » Functionen F;(w,) durch 
ur" —y, ersetzt. Man erhält also den Satz: 

Der Primdivisor p() ist für den Rationalitätsbereich 7&) dann 
und nur dann gemeinsamer ausserwesentlicher Theiler aller Glei- 
chungsdiseriminanten von (©), wenn die von ihrem Zahlenfactor 
befreite Gattungsdiseriminante von (©), /(u,, ..., «,), das Divisoren- 
system 

(4.) P,=(p; u —u,, Br ul" —u,) 
im Kroneckerschen Sinne enthält; hier bedeutet % die Ordnungszahl 
von p(&) für den Bereich 7". 

Da das hier gefundene Kriterium allein von der Ordnungszahl k von 
p(©) abhängt, so gilt dasselbe für alle Divisoren von p innerhalb 7‘, welche 
dieselbe Ordnungszahl haben. 

Hiernach ist also in dem erweiterten Rationalitätsbereiche Z(&) der 
Primdivisor p(&) dann und nur dann kein gemeinsamer ausserwesentlicher 
Diseriminantentheiler von (®), wenn die Bedingung: 

4a, ..,w)>0 (modd.(p; w—u, ..., w)) 

erfüllt ist. 

Das hier gefundene Resultat kann nun benutzt werden, um zu ent- 
scheiden, unter welchen Bedingungen es möglich ist, die Coefficienten #,,...., %, 
der Fundamentalform von (©), ©, = w&,+---+u,5,, innerhalb eines Gattungs- 
bereiches /'T) so anzunehmen, dass die Diseriminante D(w,) der » conju- 
girten Grössen @,, @1, - . -, @,_, keinen einzigen Primfactor von p öfter enthält 
als die Gattungsdiseriminante, oder was dasselbe ist, ob es möglich ist, die 


Unbestimmten «, ..., a, innerhalb ZZ) so zu wählen, dass die Form 
I (u, ..., %,) zu p relativ prim ist. 
Offenbar muss man hierzu zunächst x, ..., a, so annehmen können, 


dass die primitive Form /(u,, ..., «,) zu jedem einzelnen Primtheiler von p 
innerhalb 7'(&) theilerfremd ist, d.h. dass keiner jener Primdivisoren ge- 
meinsamer ausserwesentlicher Theiler der Discriminanten D(w,) von (©) ist. 
Ist also 


p = pir(&)..-p.'(&) 
die Zerlegung von p in seine Primfactoren innerhalb 7%), und sind 
h,, EEE k, 
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die Ordnungszahlen der einzelnen von einander verschiedenen Primdivisoren, 
so kann p nur dann die geforderte Eigenschaft haben, wenn die primitive 
Form (u, ..., «,) kein einziges der / Divisorensysteme 


k. k. 
P,, = (ps W'—u, ..., u —u,) PER CRRRRR 


n 


enthält, wobei natürlich nur diejenigen Systeme untersucht zu werden 
brauchen, für welehe die Zahlen A, von einander verschieden sind. Sind diese 
Bedingungen aber erfüllt, so ergiebt sich leicht, dass für die Unbestimmten 
Ur ++ ., %, Stets solche ganze Zahlen £,, ..., &, des Gattungsbereiches 7%) 
gewählt werden können, dass die Zahl 4c, ...,6,) Zu p theilerfremd ist. 
Ist nämlich allgemein p,( 
aller Gleichungsdiseriminanten D(w,), so kann man » Zahlen I”, ..., 
so bestimmen, dass 


So\ 


nicht gemeinsamer ausserwesentlicher Theiler 


*(i) ( i)\ u (NN 
=] “ .n. 2 08 « u . - 
At C 0 (mod.p,(d)) 


en ) 
ist. Denkt man sich nun diese Zahlen für jeden der / Primdivisoren von 
p bestimmt, und wählt man dann, was offenbar stets möglich ist, » andere 


Zahlen £. .... Z, so aus, dass 

seh =, .={E) (modp()) W=u2..,D 
ist, so ist allgemein 

In 3 ) EIN, .., MN) SO (mod.p,(C)): 


d.h. die Zahl 4(£,...., £,) ist in der That zu p theilerfremd. Wir wollen 
die Gattung IT) eine Ergänzungsgattung für den Bereich ©(£) in Bezug 
auf die Primzahl p nennen, wenn man die Unbestimmten «,, ..., a, in den 
» conjugirten Fundamentalformen w,, %,. ..., @,_, innerhalb 7/T) so aus- 
wählen kann, dass die Diseriminante //(w,—w,) die Primzahl p nicht öfter 
enthält, als die Gattungsdiseriminante von (Ö). Dann kann man die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass /'{) für &(£) in 
Bezug auf p eine Ergänzungsgattung ist, folgendermassen aussprechen: 

Es sei p= pi'p%...p;' die Zerlegung der reellen Primzahl p 
in ihre Primfactoren innerhalb der Gattung 7', und k,, k,, ..., A, seien 
diejenigen Ordnungszahlen derselben, welche von einander ver- 
schieden sind. Dann ist /'(T) dann und nur dann eine Ergänzungs- 
gattung von (G) in Bezug auf die Primzahl p, wenn die von ihrem 
Zahlenfactor befreite Diseriminante der Fundamentalgleichung von 
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(&) kein einziges der A Divisorensysteme 
P,, P,, 0.00 P, 


enthält. e 
Ist die adjungirte Gattung Z'(&) speciell eine @alois’sche, so sind die 
Ordnungszahlen aller Primdivisoren von p einander gleich. Nennt man also 
k den gemeinsamen Werth aller jener Ordnungszahlen, so tritt an die Stelle 
der im obigen Satze ausgesprochenen Bedingungen die einfachere, dass die 


Form Su, ..., a,) das eine Divisorensystem 


P,= (p; ur" —u,, si u?" — u) 
nicht enthalten darf. 

Ferner mag noch die Bemerkung hinzugefügt werden, dass in dem 
obigen Satze alle diejenigen Divisorensysteme P, fortgelassen werden dürfen, 
deren Index % ein Vielfaches einer der anderen Zahlen 4, ..., 4, ist. Ist 
nämlich 

It, ..,Ww)>0 (mod.P,), 
so ist a fortiori 
Ilu, .-,Ww)Z0 (mod.Pu); 


denn aus der offenbar richtigen Congruenz: 
ak k —1)k k 
wu — (Wa —=0 (modd.(p; wu) 
folgt ohne weiteres, dass jedes Divisorensystem P,, ein Vielfaches von P, 


ist: es kann also /(w, ...., «,) nicht durch P,, theilbar sein, wenn es das 
System P, nicht enthält. 


$ 5. 

Es soll jetzt angegeben werden, welches die Ergänzungsgattung 
niedrigster Ordnung 7%) für einen gegebenen Gattungsbereich (©) in Be- 
zug auf eine beliebige Primzahl p ist. 

Zu diesem Zwecke untersuchen wir die von ihrem Zahlenfactor be- 
freite Diseriminante der Fundamentalgleichung 


BI 4-5 
auf ihre Theilbarkeit durch die Divisorensysteme 
ne re EN: voii ine 


wo wieder allgemein 


.’ u — u,) 
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ist. Enthält diese primitive Form schon das erste System 

(p; Wu, ..., u—u,) 
nicht, so ist p überhaupt nicht ausserwesentlicher T'heiler von (®), d. h. die 
Ergänzungsgattung niedrigster Ordnung ist die der natürlichen ganzen won 


Ist dagegen /(w,...,a,) durch P, theilbar, so muss man in der Reihe 
P,, P., ... zuletzt zu einem Divisorensystem 


u pk \ 
(p; WW —u, -.., u —u,) 
kommen, welches nicht mehr in / enthalten ist: wählt man nämlich « so 


= 


gross, dass die Potenz p“ grösser als ——;—-, d.h. grösser als die Dimen- 


sion der primitiven Form /(w,, ..., «,) ist, so wird dieselbe durch das Modul- 
system (u —%,, ..., % —a,) überhaupt nicht mehr auf eine Form niedrigeren 
Grades redueirt, weil alle Exponenten von %, .... z, kleiner sind als p“. 
Daher könnte die Form /(w,, ..., «,) nur dann das Modulsystem 
(p; Wu, ..., Wu, 

enthalten, wenn alle ihre Coefficienten durch p theilbar wären, und dies 
steht mit der Voraussetzung im Widerspruch, dass 4/(w,,..., @,) primitiv ist. 
Diese Form kann also nur eine endliche Anzahl von Divisorensystemen 
P,, P:, ... enthalten, und zwar ist diese Anzahl sicher kleiner als «, wenn 


D . [ . .. D n n—] 
p" die niedrigste Potenz von p ist, welche grösser ist als m ). 
Es sei nun P, das erste Modulsystem der Reihe P,, P., ...., Pı_. Pi 


welches in / nicht enthalten ist, während also alle vorhergehenden Theiler 
jener Form sind. Ist dann 
y)=Ü+talt"+- ta, = 0 

irgend eine Gleichung des kten Grades, deren linke Seite auch modulo p 
betrachtet irreduetibel ist*), so ist die durch sie constituirte Gattung /'{) eine 
Ergänzungsgattung zu ©($) in Bezug auf p, und zwar eine solche von der 
niedrigsten Ordnung. 

In der That ist 7) zunächst eine Ergänzungsgattung zu ($); da 





*) Eine modulo p irreductible Function des Akten Grades existirt stets, denn die 
Anzahl 


_ 1 
ak) = = &,p“ 


dieser Functionen ist niemals gleich Null. 
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nämlich die Funetion Y(&) modulo p irreduetibel ist, so ist p innerhalb des 
Bereiches 7’) selbst eine Primzahl und ihre Ordnung für denselben ist p*. 
Die Primzahl p wäre also dann und nur dann für den Rationalitätsbereich 
TS) gemeinsamer ausserwesentlicher Theiler aller Gleichungsdiseriminanten 
von (®), wenn die primitive Form 4(w, ..., ) das Divisorensystem 


P,=(»; u?" —u,) enthielte, was der vorhin gemachten Annahme widerstreitet. 

Ist ferner Z‘(n) eine andere Gattung, deren Ordnung kleiner ist als 
k, und p(n) irgend ein Primdivisor von p für dieselbe, so ist seine Ordnungszahl 
4, höchstens gleich der Ordnung von 7',(n), also sicher kleiner als k. Also 
ist p(7) gemeinsamer ausserwesentlicher Diseriminantentheiler von (©) für den 
Bereich 7\,(n), denn die Form (u, ..., «,) enthält das Divisorensystem 
P, = (p; «"—u,), dessen Index kleiner ist als %. Man erhält also den Satz: 

Ist 


k k 
P,= (ps Wu, ..., «W—u,) 


das Divisorensystem niedrigster Ordnung, welches in der primitiven 
Form Su, ..., a,) nicht enthalten ist, so ist die niedrigste Er- 
gänzungsgattung Z' zu ©($) für die Primzahl p von der Ordnung 
k, und eine solche wird durch jede ganzzahlige Gleichung des 
kten Grades constituirt, deren linke Seite modulo p irreductibel ist. 

Aus dem Beweise geht auch hervor, dass durch eine Gleichung des 
kten Grades auch nur dann eine Ergänzungsgattung constituirt wird, wenn 
ihre linke Seite modulo p irreductibel ist. Da ferner der durch die obige 
Gleichung eonstituirte Gattungsbereich 7’), d.h. die Gesammtheit der ratio- 
nalen Funetionen von & bekanntlich alle Funetionen umfasst, welche durch 
modulo p irreduetible Gleichungen kten Grades .definirt werden, so erkennt 
man, dass es für p nur einen einzigen Grattungsbereich Z'({) giebt, welcher 
ein Ergänzungsbereich niedrigster Ordnung in Bezug auf &($) ist. 

Dieser letzte Ausspruch ist so zu verstehen, dass die ganzen Grössen 
zweier Grattungsbereiche Ater Ordnung, welche modulo p irreductibel sind, 
einander für diese Primzahl paarweise congruent sind, so dass bei der hier 
behandelten Frage der eine Bereich für den anderen gesetzt werden kann. 
Dagegen können die einzelnen Ergänzungsgattungen /’ ihrem algebraischen 
Charakter nach sehr verschiedener Natur sein, und es liegt hier die Frage 
nahe, welches die algebraisch einfachste Ergänzungsgattung für einen ge- 
gebenen Bereich (6) in Bezug auf eine Primzahl p ist. 
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An der oben erwähnten Stelle seiner Festschrift weist Kronecker 
darauf hin, dass bei der durch die kubische Gleichung 


e—"—2a—8 = 0 


definirten Gattung (&) die Zahl 2 gemeinsamer ausserwesentlicher Diserimi- 
nantentheiler ist (was schon früher von Herrn Dedekind a. a. ©. bemerkt 
worden war), dass aber jene Primzahl aufhört, ausserwesentlicher Theiler 
zu sein, sobald der Gattungsbereich Z’ der dritten Einheitswurzeln dem 
Rationalitätsbereiche adjungirt wird. Für diesen Bereich (©) ist also die ein- 
fachste Kreistheilungsgattung, nämlich die der dritten Einheitswurzeln eine 
Ergänzungsgattung in Bezug auf den ausserwesentlichen Theiler 2. 

Es gilt nun der interessante Satz, dass man für jeden Bereich (®) 
in Bezug auf eine beliebige Primzahl p als Ergänzungsgattung einen Be- 
reich von grösster algebraischer Einfachheit finden kann, nämlich einen 
solchen, welcher durch Einheitswurzeln vom Primzahlgrade gebildet wird. 
Im Folgenden soll der Beweis dieses Satzes, sowie eine Methode entwickelt 
werden, um die niedrigste derartige Gattung zu finden. 

Es sei wieder (&) eine Gattung der »ten Ordnung und (u, ..., %,) 
die von ihrem Zahlenfactor befreite Discriminante der Fundamentalgleichung 
von (8). Ferner seien 


ze + unake 


diejenigen Divisorensysteme 


P, = (p; APR u —u,), 
welche in der primitiven Form 4(w,,..., «,) enthalten sind. Jedoch brauchen 
hier nur diejenigen berücksichtigt zu werden, deren Index % nieht in einem 
der anderen Indices %,,...., 4, als T'heiler enthalten ist, denn nach einer oben 
gemachten Bemerkung ist die Form 4(u,,...., «,), wenn sie das System P, ent- 


hält, auch durch jedes System P, theilbar, dessen Index ein Thheiler von 
k, ist. Wir bilden dann die ganze Zahl: 


F(p) = (pp —1)...(p'—D) 
und suchen die kleinste von p verschiedene Primzahl » auf, welche in F(p) 
nicht enthalten ist. Dann ist die Gattung 7’, der vten Wurzeln der Ein- 
heit die niedrigste dieser Art, welche eine Ergänzungsgattung für () in Bezug 
auf die Primzahl p ist. 
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Zunächst beweist man wieder leicht, dass J', wirklich eine Ergänzungs- 
gattung für (©) ist. Gehört nämlich p modulo » zum Exponenten Ak, so zer- 
fällt p innerhalb 7, bekamntlich in lauter verschiedene Primfaetoren von 
der Ordnung k; es ist demnach 7, dann und nur dann eine Ergänzungs- 
sattung zu (Ö), wenn (u, ..., a,) das Divisorensystem P, nicht enthält. 
Diese Forderung ist wiederum nur erfüllt, wenn der Index %k in keiner 
der Z Zahlen &, %;, ..., 4%, als Theiler vorkommt. Wäre dies aber der 
Fall, so wäre mindestens einer der ! Factoren des Productes F(p), also 
auch F(p) selbst, durch » theilbar, während » die kleinste Primzahl ist, 
welche in jenem Producte nicht vorkommt, und hiermit ist der erste T'heil 
jener Behauptung bewiesen. 

Ist ferner v, eine unterhalb v liegende Primzahl und 7, die durch die 
v,-ten Einheitswurzeln eonstituirte Gattung, so kann 7‘, keine Ergänzungs- 
gattung zu (©) sein. In der That ist dann nach der vorher gemachten Vor- 
aussetzung v, ein Theiler des Productes F(p), d.h. v, ist in mindestens 


einem der Faectoren (p‘—1) enthalten. Daher ist der Exponent k', zu dem 
p modulo »v, gehört, ein Theiler von einer der / Zahlen %,..., A,; das 
Divisorensystem P, ist demnach ein Theiler der Form /(w,, ..., w,), oder, was 
dasselbe ist, p ist auch im Bereiche 7’, ausserwesentlicher Theiler von (©). 

Es sei nun 7’, die so bestimmte Ergänzungsgattung niedrigster Ord- 
nung von Einheitswurzeln. Dann sind unter ihr genau so viele Gattungs- 
bereiche 7',(#) enthalten, als die Zahl »—1 Theiler besitzt. Ist nämlich 

v—1l = 4.u 
irgend eine Zerlegung von v—1 in zwei Factoren, so giebt es eine unter v 
enthaltene Gattung Ater Ordnung, nämlich die der 4_u-gliedrigen Perioden 
der vten Einheitswurzeln. Es soll nun endlich untersucht werden, welches 
die Periodengattung 7’, (4) der niedrigsten Ordnung 4 ist, welche für (&) noch 
eine Ergänzungsgattung ist. 

Um diese Frage zu lösen, denke man sich alle Theiler von v—1 
nach ihrer Grösse in absteigender Reihenfolge geordnet und bezeichne sie 
in dieser Ordnung mit 

Un Mn Un 00 Mon 


so dass also u =rv-—l, u,—=1 und 


u >m>WD>: >w, 


ist. Ersetzt man dann p in F(p) der Reihe nach durch p“, p“, ..., p"®, 





an 
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so ist F(p*') sicher durch v theilbar, weil jeder der Faetoren 


pl = p-1 
diese Primzahl enthält, dagegen enthält F(p”?) = F(p) diese Primzahl nach 


der oben über » gemachten Voraussetzung nicht mehr. Es sei nun « die 
erste, also die grösste jener Zahlen, für die 


F(p") = (p®-1)...(p"—1) 


durch » nicht mehr theilbar ist, und es sei 4 der zu u complementäre Divi- 
sor von v—1, d.h. es sei 


Lu = v—l. 


Dann ist die Gattung 7/,(A) der 4 u-gliedrigen Perioden der vten Einheits- 
wurzeln die niedrigste, welche noch eine Ergänzungsgattung für (©) ist. 

Dass diese Gattung eine Ergänzungsgattung ist, erkennt man folgender- 
massen: Ist z der Exponent, zu dem p“ modulo » gehört, d. h. die kleinste 
ganze Zahl, für welche die Differenz (p**—1) durch v theilbar ist, so zerfällt 
p innerhalb 7',(7) in lauter verschiedene Primfaetoren der Ordnung z. Die 
Gattung 7',(}) ist demnach dann und nur dann eine Ergänzungsgattung zu 
(&), wenn die primitive Form #(w,, ..., «,) das Modulsystem P, nicht ent- 
hält, wenn also < in keiner der Zahlen 4, ..., 4, aufgeht. Wäre dies aber 
der Fall, so müsste einer der Factoren p*'—1, also auch die Zahl F(p“) 
durch v theilbar sein, was nicht der Fall ist. 

Betrachtet man ferner eine andere Periodengattung 7', (A) von niedrigerer 
Ordnung, für welche also 4 < 4, d.h. wenn A’ u’ = v—1 gesetzt wird, für welche 
u > u ist, so kann diese keine Ergänzungsgattung für (®) sein. Ist nämlich z' 
der Exponent, zu dem p“ modulo » gehört, ist also p“”—1 durch v theil- 
bar, so ist z’ sicher ein Thheiler einer der Zahlen %,, ..., 4: denn da F(p*) 
für jedes «> u durch v theilbar ist, so ist einer der Factoren ( 9"*_1) 
ein Vielfaches von v, d.h. der Exponent x, zu dem p“ modulo v gehört, 
ist in 4, enthalten, und hieraus folgt, dass p auch für den Rationalitätsbereich 
/',(4) ein ausserwesentlicher Thheiler der Diseriminanten von () ist. Damit 
ist die oben aufgestellte Behauptung vollständig bewiesen, und man kann 
das Endresultat der ganzen letzten Untersuchung in dem folgenden eleganten 
Satze zusammenfassen: 

Es sei (©) eine beliebige Gattung »ter Ordnung und 4 (u, ..., «,) 


r 


die von ihrem Zahlentheiler befreite Diseriminante ihrer Fundamental- 
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gleichung. Ferner sei p irgend eine reelle Primzahl und es be- 
zeichnen 
P;, P,, . ° ., P, 


l 


alle diejenigen Divisorensysteme von der Form: 
k k 
P, ui (p; u U, ce u), —4,), 
welche in / enthalten sind, und von deren Indices %,, ..., %, keiner 


ein Vielfaches eines anderen ist. 
Ist dann » die kleinste Primzahl, welche in der ganzen Zahl 


F(p) = (p"—1)...(p'—1) 
nicht enthalten ist, so ist die Gattung 7‘, der vten Einheitswurzeln 
die niedrigste dieser Art, welche eine Ergänzungsgattung der Gat- 
tung (®) ist, und ferner ist die unter ihr enthaltene Periodengattung 
T,(#) der 4 u-gliedrigen Perioden der vten Einheitswurzeln die 
niedrigste dieser Art, welche noch dieselbe Eigenschaft besitzt, 
wenn « der grösste Theiler von v—1 ist, für welchen die Zahl 
F(p*) 
die Primzahl » nicht enthält. 
Berlin, 17. November 1893. 





Errata in Band 113 ai 


(betr. die vorhergehende Arbeit des Verfassers). 


Seite 70, Zeile 10 von unten statt Y(w,) lies p+%(w,). 


= 13° 2 ” wm.) ’ P+ %(w,)- 

6 = 0-00 F@) - p und Fi). : 
- 71, - 10 - oben - Ffw,u,...,%) lies Ylw, %,..., Un). k 

- 16 - - - (mod.P) lies (mod.P?). I 

- 18 - - - Plies P?. 

- 6 - mten - P- P". 


(Ferner in dieser Arbeit: Seite 128, Zeile 1 von oben statt 111 lies 113.) 
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Allgemeine Lösung der Magnetisirungs-Gleichungen 
für den Ring. 
(Von Herrn Jgnazs Schütz in München.) 


$1. 


Herleitung der Magnetisirungsgleichungen. Literatur der Lösungen. 


1. Das Potential (—P) eines magnetischen Systems in Bezug auf 
einen, beliebig gelegenen Aufpunkt kann als die Summe zweier Potentiale 
(I.) —P = VHU 
aufgefasst werden. V rührt von jenem Theile des Systems her, dessen 
magnetischer Zustand als independent vorausgesetzt wird, dem „magneti- 
sirenden“, U dagegen von jenem, dessen Zustand wesentlich durch das mag- 
netische Feld bedingt wird, dem „magnetisirten“. 


2. Das magnetische Potential eines magnetisirten Körpers ist gleich 
dem Newtonschen Potentiale seiner freien Magnetismen 
Pe M; "Mm 
M_ / - dedydz —.do. 
U = /// -drdyds+ /—-do 
da d Bin; . or ) io 
M, = { - ß L- _) ist hierbei die Dichte des freien Magnetismus im 
dx dy dz “ 
Innern des Volumelements drdydz und M,=-—rv die Flächendichte des- 


selben auf dem Oberflächenelemente do. r ist die Entfernung des Volum-, 
bzw. Oberflächenelementes vom Aufpunkte. «, /, y, v sind die speeifischen 
magnetischen Momente, geschätzt nach den drei rechtwinkligen Coordinaten- 
richtungen und nach der nach innen gezogenen Oberflächen-Normale N.. 
Es ist eine Voraussetzung der Poissonschen Magnetisirungstheorie, 
dass diese specifischen magnetischen Momente den magnetischen Kräften 
proportional sind; darnach ist, wenn % den Proportionalitätsfactor bezeichnet, 


do dd do do 
a, Beh Her Ph 
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Die Einführung dieser Werthe in den Ausdruck U ergiebt 
a n; do*) 


3. $ubstituirt man dies in die Gleichung an und wendet auf diese 
sodann die #/-Operation an, so erhält man für alle Punkte im Innern des 
magnetisirten Körpers 


U=-k/ff IE. dedyds— ns 


—JP = +4nk.db, 
woraus folgt 
(1I.) AP = 0 
und 


III.) aM T do. 


Durch die Gleichungen (I.) und (III) ist der Zustand des magnetisirten 
Körpers vollkommen definirt. 

4. Eine allgemeine Lösung dieser Gleichungen gab Poisson in den 
Memoires de l’Academie 1824 für die Kugel und Franz Neumann in diesem 
Journal 1847, Bd. 37 für das Rotations-Ellipsoid. Einen Grenzfall, in 
welchem die Lösung Neumanns versagt, das unendlich verlängerte Rotations- 
Ellipsoid, behandelte Kirchhoff 1853 im 48. Bande dieses Journals und 
Boltzmann hat in seiner dem Andenken dieses Mannes gewidmeten Rectorats- 
Rede (Barth 1888, pag. 27) darauf aufmerksam gemacht, dass durch diese 
Arbeit Kirchhoffs im Zusammenhalte mit den Untersuchungen Carl Neumanns 
über Ring- Potentiale (Halle 1864) alle Vorbedingungen zur allgemeinen 
Lösung der Magnetisirungsgleichungen auch für den Fall eines Ringes ge- 
schaffen seien. 


_ 


*) Ist k als Funetion der Coordinaten vorausgesetzt, dann muss natürlich dieser 
Ausdruck so WERE werden: 


ST Ira er San 


Nach partieller Integration des dreifachen Integrals fällt das Oberflächenintegral 
weg und es bleibt 


l 
| dd d- a } d- 
A) U= + DAS: er 4 rer aaa 


Die Gleichungen (I.) und As sind die Poissonschen, die Gleichungen (I.) und 
(III®.) die Kirchhoffschen Grundgleichungen der Magnetisirungstheorie. (Vgl. Kirchhoff, 
dieses Journal, 1853, Bd. 48, Gleichung 24.) 








Le nal eetiife » x 


in a aeg ggg BARON 
BREI DEE NET EEE Ei ee 


RN 


DEE NR RT FREE NEN 27ER RER IRRRERSER N, 


SEEN SEHEN: TORE NORSURN ER In REREN Pe B ” TER ’ a 
ERREETENTEN VORNENDTERENU EEE TEEN RE EENDONE ER EN NER ; 
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Diese allgemeine Lösung soll im Folgenden zunächst entwickelt 
werden. 


BR 
82. 
Lösung für magnetisirende Kräfte mit eindeutiger Potentialfunction. 


5. Vorausgesetzt sei zunächst, dass die magnetisirenden Kräfte nur 
von solchen endlichen magnetischen Massen herrühren, die ausserhalb des 
Ringkörpers liegen, und von solchen elektrischen Strömen endlicher Inten- 
sität, die den Ring weder umkreisen noch auch durch die Ringmasse selbst 
fliessen. Dann wird die Function V überall im Innern des Ringes die 
Laplacesche Differentialgleichung befriedigen und mit ihren Derivirten auch 
überall eindeutig, endlich und stetig sein. 

Daher werden, wenn man auf der Oberfläche des Ringes eine Massen- 
belegung fingirt, deren Potentialwerthe ®e, in allen Punkten der Oberfläche 
zusammenfallen mit den daselbst herrschenden Potentialwerthen V, der äusseren 
magnetisirenden Kräfte, in Gemässheit des Dirichletschen Prineipes auch 
für alle Punkte im Innern des Ringes die Potentialwerthe e, dieser fingirten 
Massenbelegung zusammenfallen müssen mit den Werthen V,; in diesen Punkten. 
Dagegen werden natürlich für Punkte ausserhalb des Ringes die Functionen 
v, und V, im allgemeinen verschiedene Werthe besitzen. Die Dichtigkeit 
dieser fingirten Massenbelegung sei ganz allgemein als Function der Ober- 
flächeneoordinaten 4,, ®,, g, vorausgesetzt, wobei letztere im Sinne des 
von Carl! Neumann inaugurirten Ringeoordinatensystems verstanden werden 
sollen und der ihnen angehängte Index o die Beziehung zum Oberflächen- 
elemente do ausdrücken möge. 

6. Folgendes ist die Definition dieser Coordinaten: 

Legt man vom Mittelpunkte des Ringes an die Ringoberfläche einen 
Berührungskegel und schlägt um den Ringmittelpunkt als Centrum eine 
Kugel, welche die Ringoberfläche in deren Berührungslinie mit jenem Kegel 
durchschneidet, so sei der Schnittkreis dieser Kugel mit der Aequatorial- 
ebene des Ringes der Polarkreis des Ringes genannt. Einem beliebigen 
Punkte des Raumes seien jene zwei Punkte des Polarkreises als Pole zuge- 
ordnet, in welchen dieser die durch den Raumpunkt und die Ringaxe gelegte 
Ebene durchschneidet. Dies festgesetzt, bezeichnet A das von 0 bis 1 ge- 
zählte Verhältniss der beiden Strecken, die den Raumpunkt mit seinen beiden 
Polen verbinden, » den von 0 bis 27 gezählten Winkel, welchen jene beiden 

21* 
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Strecken mit einander einschliessen und @ die von 0 bis 2r gezählte Winkel- 
coordinate des einen der Pole auf dem Polarkreise. 

‘. In diesen Coordinaten ausgedrückt, lässt sich ein Oberflächen- 
element do des Ringes durch folgende Formel darstellen 


2a°,(1—2:)dwdy 


“.. (1—-2icosw+ 2 





Hierbei ist mit « der Radius des Polarkreises bezeichnet. 

Die auf diesem Oberflächenelemente sitzende fietive Massenbelegung 
hat, wenn « ihre Dichtigkeit daselbst ist, den Werth udo; ihr Potential auf 
einen inneren oder äusseren Punkt ist 


In? 33 
2%) dv, = dh win FR -u.T,.dwdy, 


2a?)(1— 1?) 


(1a num ie e nn 
1") do, = (1—2)c0sw+4°)? 


-u,T,.dodg. 


T, und T, bedeuten hierin die reciproken Entfernungen des Elementes do 
von dem innerhalb des Ringes gelegenen Aufpunkte (A, w,, g,), beziehungs- 
weise von dem ausserhalb gelegenen Punkte (2, w,, 9.). Eine Reihenent- 
wicklung für dieselben gab C. Neumann in folgender Form: 


| T. = VA-22c008w+4’)(1—24,0080,+ 4; & 2 02J%(1,) 
pp q 








) 

| „A}(A) c08p(w— W,) c08g(P—P,), 
(2% \ | T, ou Y(1-220080+7’)(1— 24,080, +4,22 02,J2(4) 
(2°. ) Fir 

| . 43 (4.) c08p(® —w,) 08 (P— P.). 


Die Ci, (4) und A2(A) haben die Werthe: f 
1 1.3...2p—1).1.3...29—D 




















(3.) Br ee 5 20, Fr Fr 
eat; g® nl ara u 
rähhäi, - Arme: pe Asemnmrenn 3 
0 (1—-22c0s0+3°) ? 
} | ıP »2n cosp9.dO 
6) AUd=-% ET - 
0 (sin? —- +4°008’ 5 . 


8. Das Gesammtpotential der dem V entsprechenden Oberflächen. 
belegung wird man erhalten, wenn man die im vorigen Artikel aufgestellten 
Gleichungen (1.) nach den Argumenten » und y, je in den Grenzen von 
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0 bis 2, integrirt. Es ist daher 








wobei F(),w,g) eine neue Function der Oberflächeneoordinaten ist, die 
mit der Dichtigkeitsfunetion « der Gleichungen (1.) durch folgende Relation 
verknüpft ist 


f 2n [rn 
\ = VI-23,cosw. +2 / / dwdpF(l, w, 9) E28 0:J(4,) 
e (6'.) 0 0 P g 
; AR (}) cosp(w— w,)cosg(p—%,), 
; gr 
i v, = V1-24,c0sw +3} RB Je: dodpF(), w, 9) & 3 2) 
(6*.) : 
ie > 


| m r (1—7?)2a?} 
. 7.) Be 
3 (1—2)c080+4°)? 
Der Auswerthung der Integrationen sei eine Bemerkung über die 
formale Bedeutung des in den Gleichungen (2.) und (6.) auftretenden 


Summensymbols vorausgeschickt. Es bedeutet 








Die in der eckigen Klammer stehenden griechischen Buchstaben sind Ab- 
kürzungen für folgende acht Doppelintegrale: 


(8.) ==0, = =(0,+20,+20,+- -+2C,). 
9. Wir machen nun für F(,w,g) folgenden Ansatz 
| Fa, op) = 2 2 [W,0)cosmw.cosnp+D,,(})cosmw.sinngy 
2 | +&. ()sinmw. sinap+D,()sinmw.cosny|. 
Durch Substitution dieses Ausdruckes in die Gleichungen (6.) ergiebt sich 
(10'.) 0; = V1-24,0080,+22[4,+B,+T,+4])], 
(10°) 0. = VI-9,008w +R[4,+BHT. +4) 


pP» 


A, = SS "ddp 2 EU: (a)cosmon coany Zt, J(1,) AR(A) cosp(w—w,)c0sg(p—1,), 
b, = '® dwdp Z2B),(4)cosmw. sinnp 22 CP (1,) AR (A) cosp(w—w,)cosg(py—1Y,), 


pP 


Tom n a dody 22 67,(4)sinmo.sinnp ZL0,I,(4) Alla) eosp (o-w;)cosg(y—P)), 


a TR Me dody 2 DA) sinmw.cosng = (4) AA) cosp(w—w,)cosg(py—p;), 


Hk 
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A,= “ gi dodpZ2 X, (#)eosmw.cosnp ZL0,J4(%) A}(,)eosp(®—w,)e08g(P—2.), 


) »\ 
m N u 1 


B,= # % dodp 22, (i)cosmw.sinnp = = COS) A2(Q,)cosp(w—w,)cosg(p—Y,), 


m nn 


u 
mn 


r f* f "u dp 22%, ())sinmw. sinnp 20, J}(4) Al) cosp(w—w,)cosg(p—Y,). 


pP 


kß dodp22 > -T, (L)SINMW.COSsnY = CJ(4) A}QA,)cosp(w—w,) c08g(py—Y,)- 
10. Die Integrationen lassen sich leicht durchführen, sofern man 
sich nur daran erinnert, dass 


(11.) [ " sinra.cosse = 0, für beliebige r und s, 
0 

(12°.) =0, fürs, 

(12°.) pi sinre.sins$=ı=n, fiir=s (0, 

(12°) L =0 fürr=s=0, 

132) (=0, für rs, 

(13”.) Fi co8ra.co8sP =ı =n, führ=s>, 

(13°.) 2 = 2, fer=e=dV. 





Mit Rücksicht auf die Gleichung (11.) kann das Integral B, auch so ge- 
schrieben werden: 
(14.) B,= & [inf HZ) eosmwsinny ZIC,I,(h) A; (4) C0SPW.COSPW,SINGY.SINGY;. 


m nn 
0 


Wir integriren zunächst nach 9. Würde man im Ausdrucke (14.) die ange- 
zeigten Summenoperationen ausführen, so erhielte_man eine vierfach unend- 


liche Summe, deren allgemeines Glied mit Rücksicht auf die Bemerkung (8.) 
folgendermassen lautet: 

1607,42) 1. (A,) AL(A) cosmw ..C0SP@. COSPw;SINgYp;,.SiNnp.Ssingy. 
Von dieser Summe werden bei der Integration nach der Variablen % alle 
Glieder verschwinden, bei denen die Stellenzeiger » und q von einander 
verschieden sind, und dann auch noch jenes Glied, bei welchem = g = 0 


ist. Die Integration der übrigen Glieder ergiebt eine Summe, deren allge- 
meines Glied zufolge der Gleichung (12°.) den Werth hat 


167 37,4) 00.,) A} (A) cospw;singp,. COSsmw Cospw. 
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Man sieht auch, dass man hierbei dem Stellenzeiger g wegen Vorhanden- 
seins des Factors singg,; auch den Werth Null ertheilen darf, unbeschadet 
der durch die Formel (12°) beschränkten Allgemeinheit der Formel (12”.), 
so dass das Summensymbol in der in (8.) definirten Bedeutung unbeschränkt 
wieder angewendet werden darf. 

Bei der Integration nach » werden auch wieder alle Glieder ver- 
schwinden, bei denen die Stellenzeiger m und p von einander verschieden 
sind; aber für m=p=0 erhält man jetzt zufolge der Formel (13°) und 
unter PORN der Bemerkung (8.) die Beiträge: 

RA) CHaA) A CH)singYp; 
Die übrigen Glieder liefern gemäss der Formel (13°.) eine Summe vom allge- 
meinen Grliede 
16n’B:(4)0 IC) AA) cospo;singg,. 


Unser Integral kann daher allgemein geschrieben werden: 


= 4NEED(I)CHJ(A,) AL(A)cospw;singg.. 
rar 


p”p\ 


11. Bildet man in analoger Weise auch die übrigen Integrale, und 
setzt man dieselben in die Gleichungen (10.) ein, so erhält man für das 
Potential unserer fingirten Oberflächenschicht die Werthe 


[9 = An’V1-21,0080 +4 ZE CI) AU) cospw;cosgp 





’ p”p 
(16'.) 
| +B:@)eospw,singp.+G,(A)sinpo,singg;+ DyA)sinpw,cosgg.), 
ae [®. = 4An’y1-24, ‚co8w,+4? <2C, (4) A2Q,)[ RU) cospw,cospp, 
| +D2(A)cospw, Ina. seines, singp.+D}(4)sinpw,cosgg,|. 


12. Die Dichtigkeit der Oberflächenbelegung, welche diesen Poten- 


tialen entspricht, ist 
R 1 / do do \ 


Tun tan/ 
oder in Neumannschen Ring-Coordinaten 
 __. l1-2Acosw +37’ [ dv; dv, ] 
(Er) = - 8nal’ a (Z ) 


Der angehängte Index o soll ausdrücken, dass nach geschehener Differen- 

tiation alle Coordinaten als Oberflächencoordinaten zu verstehen sind. 
Unter Zugrundelegung der Poissonschen Theorie leistet nun aber auch 

das Potential 2 zufolge der Gleichung (Il.) überall im Innern des Ringes 
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der Laplaceschen Differentialgleichung Genüge, und da gemäss den in 
Artikel 5 gemachten Voraussetzungen auch die übrigen Bedingungen der 
Anwendbarkeit des Dirichletschen Prineipes erfüllt sind, so gilt alles, was 
in den Artikeln 5 bis 11 bezüglich des Potentiales V gesagt wurde, 
mutatis mutandis auch für 2. 

Bezeichnen wir die Potentiale der dem 2 entsprechenden Oberflächen- 
schicht bezüglich innerer und äusserer Punkte mit , und g,, so wird g, 
überall gleich sein müssen 2, und es ist 


18t) | p; = An’Y1- 24,6088+4 EECLJ(1,) AL(HTE(A)Ccospw;cosgy, 
i pP q 
; | +%3(2) cospw,singp; + © (A) sinpo,singp, + H(A)sinpw,cosgg,|, 


18%) | y.= An’Vl-24,cosw, + 22 C2.32 (1) Ar )[E(R)eospw,ecosgY, 
\ s | 





+5 (A) eospo,singp,+ ©(A)sinpw,singp,+H(A)sinpw,cosgg,). 
Die Dichtigkeit d, der entsprechenden Oberflächenschicht ist 


ee ee] 


Zu den Dichtigkeiten d, und d, dieser fingirten Oberflächenbelegungen 
kommt dann noch die Dichtigkeit des an der Oberfläche infolge der Magneti- 
sirung ausgeschiedenen freien Magnetismus. 

Diese ist zufolge der Gleichung (IlI.) gleich 


dd 
an’ 





oder auch 


(20.) 


/ 


2m za lat Fa 
Snal’ dA; /, 
13. Da nach dem in Artikel 5 Auseinandergesetzten die Func- 
tionen y,; und v, einzeln genommen gleich sind den Funetionen 2, und V,, 
so kann die Gleichung (I.) speciell auch so geschrieben werden 


(IV.) p+0+U, =. 
Es wird für späterhin nützlich sein, schon hier zu bemerken, dass auch 
noch die Gleichung 

(V.) y.+v,+U, = 0 
zu Recht besteht, eine Gleichung, die aus (I.) nicht mit unmittelbarer Evi- 


denz gefolgert werden kann, weil die Functionen 9, und v, einzeln ge- 
nommen nicht gleich sind den Functionen 2, und V,. Aber es ist die 


ei a ac 








" 
=” 
Ze 
» 
er 
$ 
ir 
5 
“ 
% 
Sr 
us 
$r 
& 
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Summe 9,+v, überall gleich der Summe &,+V,; denn bezeichnen wir 
diese Summen für den Augenblick mit s und S, so genügt im ganzen 
äusseren Raume sowohl die Function S, wie man durch Anwendung der 
4-Operation auf die Gleichung (I.) sofort ersieht, der Zaplaceschen Diffe- 
rentialgleichung, als auch die Function s, weil diese von Massen herrührt, 
die nur an der Oberfläche des Ringes gedacht sind. Nun fallen aber die 
Funetionswerthe von s und S für die Oberfläche des Ringes zusammen, 
weil für diese die 9, und e, als noch zulässige Grenzwerthe der , und 
v, aufgefasst werden können; in Gemässheit des Dirichletschen Principes 
müssen daher die Funetionen s und S auch im ganzen äusseren Raume 
zusammenfallen, womit die Evidenz für die Richtigkeit der Gleichung (V.), 
die wir später bei Berechnung des U, zu benutzen haben werden, ge- 
wonnen ist. 

Die Gleichungen (IV.) und (V.) besagen, dass das Gesammtpotential 
der drei durch die Formeln (17.), (19.) und (20.) definirten Oberflächen- 
belegungen überall verschwinden muss. Man genügt dieser Bedingung 
durch die Annahme, dass die resultirende Dichtigkeit unserer drei Ober- 
flächenbelegungen überall gleich Null ist, und dies ist zufolge der Eindeutig- 
keit unseres Problems zugleich die einzige Lösung dieser Gleichungen. Es 
muss also sein 


3,+0,40 % an au au [( 1) = = )+144n DI B ©- - E a 


oder 





2) 
(21.) je A et 
(Ze ran 2) 
14. Vor Durchführung der in dieser Gleichung angezeigten Opera- 
tionen wollen wir die Gleichungen (16.) und (18.) ein wenig umgestalten. 
Wir setzen für den Augenblick 


Y1-2keosw+ti? — W(i, w) 








und entwickeln diese Funetion in eine nach den Cosinus der Vielfachen 
von » fortschreitende Reihe. Man erhält 


(22.) W(i, w) = ZK,(i)cosnw, 


wobei mit Rücksicht auf die in (8.) gegebene Definition des Summensymbols 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 2. 22 
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die Coefficienten K, ganz allgemein (einschliesslich » = 0) den Werth haben 


2rı 
(23.) K,(4) = ni I dweosnw Yl-2Acosw-+2°, 


0 





Nach Substitution des Ausdruckes (22.) in die Gleichungen (16.) und (18.) 
lauten diese 

24) le: = 4n’ Z2E0KA)K. 2) AA) co8pw;cosgg, 

| +D2(A) cospo,sinpp, +62 (A) sinpw,singp,+D!(A)sinpw;cosgg;], 
n* [v. = IT ELECHG)K,(H JA JTUA)cospw,cosgo, 

rn | +B(A)cospw,singp.+&2(@A)sinpw,singp,+D}(A)sinpw,cosgg,], 
” | = Ir SEC) Ka) AzCaHTEC) cospw;cosgw, 

er... + 3 (A) eospo;singp;+ ©) sinpw;singp;+H(A)sinpw;,cosgg;], 


9. = din 222 GAG)K,A)AI)[EGR)eospw,cospw, 


+ (A) eospgy,singp,+©(4)sinpw,singw, +9 (A)sinpw,eosgp.). 
15. Die weitläufigen Entwickelungen, zu denen die Substitution 
dieser zuletzt erhaltenen Werthe in die Gleichung (21.) führt, wollen wir 


hier nicht hinschreiben; sie vereinfachen sich erheblich, sobald man nach 
Ausführung der angezeigten Differentiationen gesetzt hat 


h; = bu = h, ww; I w, _— 0, p,; u pP, = p, 


und liefern schliesslich folgende Bedingungsgleichung 


ZEECHK. | I (A) N _ 1] cosnw[AF(A) cospw cosqgp 


1 > pr qQq N 


26) zer | nn a EN Annas) nn 
(20, | pgan 





DI 


B’O)cospwsingp + & (A)sinpwsingp+ D,()sinpw cos rl 


20 na \eosn@[E(A) cospweosgy-+&(A)eospwsingp-+- -] 








Diese Bedingungsgleichung wird identisch erfüllt, wenn gesetzt wird 
(EG) = WHP, 
8(4) = Bia)P, 
Ba) = &A)P, 
HA) = DIA)P. 


(21.) 
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Hierbei hat P den Werth 





1 

en Mi vr ee 
(28.) 1 RAR). HK) —I Ha Kuh) 
K.(A) aA)? 0)430) 


wo zur Abkürzung gesetzt wurde: 


dA!(A) 77 N 27 AA 
un — =) und - 7 Ka). 


Ah), 
Auf die Funetionen J2(A) und A2(4) werden wir im späteren Verlaufe unserer 
Untersuchung noch zu sprechen kommen; die erstere kann man auch zur 
Darstellung der Function K benutzen. Es ist nämlich 
K,4) = «AD A[lEıd+ 5] 
15. Durch die Gleichungen (28.), (27.) und (25'.) ist die Funetion 
y, bestimmt. Damit das Problem, das wir uns in diesem Paragraphen ge- 
stellt haben, vollständig gelöst sei, müssen wir noch die Function U, be- 
rechnen. Hierzu benutzen wir die in Artikel 13 bewiesene Gleichung (V.) 
9.+%,+U0, =. 
Diese ergiebt unter Zuhülfenahme der Gleichungen (24*.) und (25*.) 


| U, = 4" 22202 (W)K,(4,) A2(,)cosnw,[K(A)cospw,cosgp, 








‘ pq 
Sen | Li) eospw,singp, + M(A)sinpo,singp, +NQ)sinpw,singg,, 
wobei 
Ki) = UAH.O, 
(30.) Be ii Er 2 
Mei) = (A).Q, 
NA) = DiA).Q 
und 
0=— a niit: ie 
(31.) KA) BMA) Ir' AL) 





r Anka) ACHARA)— I?) AB(A) 

16. Die beiden Gleichungs-Systeme (31.), (30.), (29.) und (28.), (27.), 
(25'.) stellen die Lösung unseres Problems dar; denn die Potentialfunetion U, 
bestimmt im Vereine mit p, den magnetischen Zustand des Ringes. Die 
Derivirten von U, liefern die Kräfte, welche der Ring nach aussen ausübt, 
die von g, aber seine magnetischen Momente. So ist, um nur je ein Bei- 
22* 
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spiel anzuführen, die Kraft, mit welcher der magnetisirte Ring einen im 


Punkte (4,, ®,, 9.) befindlichen Magnetpol « parallel zur Ring-Mittellinie 
forttreibt, gleich 


— > AM SW, h 2 7 
5% v = a An’ us q C} Ji (4) K, (4,) A! (4.,) COSNW, 


u [—S(A)cospw,singp+X()cospw,cosgp, + M(A)sinpw,cosgy, 





—W(A)sinpv,singy,|, 


und das im Punkte (4,, ®,, g,) in derselben Richtung geschätzte magnetische 
Moment ist gleich 


1—2),cosw;-+4? 2 
Anh ZEEGONNA)K, (u) Ar(a)cosmo, 
[—-&(4)eospw,singp;+ (2) cospw,c08gp;+&(A)sinpw;,cosgg, 

— H(A)sinpo,singg;]. 


(33.) 





$3. 


Erweiterung der Lösung für magnetisirende Kräfte mehrdeutigen Potentiales. 


17. Wir wollen nunmehr unsere allgemeine Lösung für den Fall 
erweitern, dass das magnetische Feld ganz oder zum Theil von elektrischen 
Strömen verursacht wird, die den Ring umkreisen, d. i. von solchen Strömen, 
durch welehe man keine von ihnen umrandete Fläche zu legen im Stande 
ist, ohne den zweifach zusammenhängenden Ringkörper in einen einfach 
zusammenhängenden Raum zu zerschneiden. Auf diesen Fall sind die bis- 
herigen Schlüsse nieht anwendbar. Denn die Potentialfunetion V ist dann 
im Innern des Ringes bekanntlich eine mehrdeutige Funetion, und wir 
dürfen daher nicht mehr wie bei den Deductionen im vorhergehenden Para- 
graphen das Dirichletsche Prineip in Anspruch nehmen. In der That giebt 
es jetzt keine Oberflächenbelegung mehr, deren Potential überall im Innern 
des Ringes mit V, sich deckt. 

In den $$ 4 und 5 seiner oben erwähnten Abhandlung hat Kirchhoff 
einen analogen Fall für den unendlichen Cylinder behandelt und daselbst 
eine Methode gelehrt, welche über die erwähnte Schwierigkeit hinweghilft. 
Ich will aber einen Kunstgriff anwenden, der hier rascher zum Ziele führt 
als die Anwendung der Kirchhoffschen Methode. 
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18. Wir fügen nämlich willkürlich zu jedem den Ring umkreisenden 
Strome S, einen durch die Axe des Ringes fliessenden unendlich langen 
geradlinigen Strom S, hinzu. Die Intensität dieses Axenstromes soll genau 
gleich der des Stromes $S, sein, seine Richtung aber soll definirt sein wie 
folgt: Wir denken uns an eine beliebige Stelle des Ringes eine menschliche 
Figur so hingelegt, dass ihre Füsse dem Mittelpunkte des Ringes zugekehrt 
sind und ihre ausgestreckten Arme zur Ringaxe parallel stehen. Sieht dann 
dieses Individuum den Strom S, im Sinne des Uhrzeigers fliessen, so soll 
die Richtung des Axenstromes die von seiner linken zur rechten Hand sein. 
Im Unendlichen soll sich der Strom $S, in beliebiger Weise schliessen, 
Eine leichte Ueberlegung lässt dann erkennen, dass die magnetische 
Potentialfuncetion der beiden Ströme $, und S, zusammengenommen inner- 
halb des Ringes nicht mehr mehrdeutig, sondern vollkommen eindeutig ist. 
Es wird daher alles, was in den Artikeln 6 bis 16 ausgeführt wurde, 
jetzt wieder zu Recht bestehen. 

Man berechne daher nach den im $ 2 entwickelten Formeln die 
Magnetisirung, wie sie durch die Coexistenz der Ströme $, und $S,, sowie 
durch die übrigen magnetisirenden Ursachen bedingt wird. Hiervon sub- 
trahiere man dann — (das Superpositionsprineip darf ja wegen der Linearität 
der hierher gehörigen Differentialgleichungen ohne weiteres in Anspruch 
genommen werden) — die Magnetisirung des Ringes, wie sie durch die 
willkürlich hinzugefügten Axenströme allein verursacht wird. 

19. Diese letztere Magnetisirung lässt sich aber ohne jeden Auf- 
wand eines mathematischen Apparates lediglich auf Grund einer ganz ele- 
mentaren Ueberlegung ermitteln. 

Betrachtet man nämlich vorerst einen unendlich dünnen Ring, eine Ring- 
faser, so ist klar, dass dieselbe, wodurch und wie immer sie auch magnetisirt 
sein mag, auf sich selbst Kräfte ausüben wird, die gegenüber der als endlich 
vorausgesetzten äusseren magnetisirenden Kraft verschwinden. Die Ring- 
faser wird daher so magnetisirt werden, wie wenn nur diese Kraft allein 
vorhanden wäre. Dieselbe ist, wenn die Magnetisirung von einem unend- 
lichen Axenstrom herrührt, durch das Biot-Savartsche Gesetz 


(34.) = 


r 


gegeben, und ihre Richtung ist überall die der Mittellinie der Faser. Nur 
in dieser Richtung erfolgen daher die magnetischen Verschiebungen, an die 
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Oberfläche der Faser wird kein freier Magnetismus hingeschoben. Die 
Wirkung der so magnetisirten Faser nach aussen hin ist demnach nicht etwa 
bloss unendlich klein von der Grössenordnung der unendlich kleinen Dicke 
der Faser sondern absolut gleich Null. 

Ist nunmehr der Ring von endlicher Dicke, so kann man sich den- 
selben aus unendlich vielen unendlich dünnen Ringfasern zusammengesetzt 
denken, deren jede für sich allein so magnetisirt wird, dass der magnetische 
Momentveetor zufolge der Formel (34.) den Werth hat 
Zar i 
(39.) u= k u 
eine Magnetisirung, an der die Coexistenz aller übrigen Ringfasern nichts 
ändert. r bedeutet die Entfernung des Aufpunktes von der Ringaxe, ö die 
Intensität des Axenstromes. 

20. Für das in diesem Paragraphen gestellte Problem lautet demnach 
die Lösung: „Man füge zu jedem jener Ströme, die den Ring umschlingen, 
einen Axenstrom von der im Artikel 18 präeisirten Art hinzu und bestimme 
hierauf die nur von den Oberflächen-Constanten des Ringes und dem mag- 
netisirenden Felde abhängigen Üoeffieienten WA), B2(A), 62(A) und D3(A). 
Dann ist das Potential U, des Ringes, abgesehen von einer Constanten, 
wiederum durch die Formeln (29.), (30.), (31.) gegeben. Die magnetischen 
Momente des Ringes aber sind gleich den Derivirten der durch die Formeln 
(25'.), (27.), (28.) gegebenen Function Y, vermindert um den Werth 
2k.2i 


r 


(36.) 





cos(M, R), 


wo cos(M, N) der Cosinus jenes Winkels ist, den die Mittellinie M des 
Ringes mit der Richtung R bildet, nach welcher das Moment geschätzt 
wird, und 3% die Intensität des resultirenden Axenstromes darstellt.‘ 
Natürlich kann auch der Fall eintreten, dass 3; gleich Null wird, 
was besagt, dass man nicht immer nöthig haben wird, den Strömen, die den 
Ring umschlingen, Axenströme hinzuzufügen. Wenn beispielsweise ein 
elektrischer Strom den Ring zweimal umschlingt, so dass die Umschlingung 
die Form einer »-Schleife hat, dann ist das Potential desselben im Innern 
des Ringes ohnedies schon eindeutig und es bedarf der Hinzufügung eines 
Hülfsstromes nicht mehr. 
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$ 4. 

Magnetisirung eines Ringes, der nur an einer einzigen Stelle von einem elektrische Strome umflossen ist. 

21. Im Bisherigen wurde die 'T'heorie der Magnetisirung eines 
Ringes in ihrer grössten Allgemeinheit entwickelt. In speciell vorgegebenen 
Fällen erübrigt lediglich die Bestimmung der vier Funetionen WC), B?(A), 
was 7/7 
67(4) und D4(A). 

Es sollen diese Funetionen für den Fall bestimmt werden, dass die 
Magnetisirung von einem Kreisstrome herrührt, der den Ring nur an einer 
einzigen Stelle umfliesst. Die Gleichungen der Strombahn sollen sein 


I9=9 
ww = 6, 


wo e<4, ist. Durch die erste dieser Gleichungen ist schon ausgedrückt, 
dass wir die Umkreisungsstelle als Ausgangsort für die Zählung der Coor- 
dinate g festsetzen. Als Ausgangslage für die Zählung der Coordinate w 
soll jene Ebene gelten, welche durch die Mittellinie des Ringes bestimmt 
ist (die „Aequatorialebene“). 

22. Wir wollen nunmehr von dem im vorigen Paragraphen ausführlich 
erörterten Kunstgriff Gebrauch machen und unserem Kreisstrome einen un- 
endlich langen und in der Unendlichkeit sich schliessenden Axenstrom hin- 
zufügen, von der im Artikel 18 präeisirten Art. Die magnetische Poten- 
tialfunetion der beiden Ströme bezogen auf einen Punkt, dessen A-Coordinate 
kleiner ist als ec, lässt sich am bequemsten durch folgende Betrachtungs- 
weise ermitteln. 

Wir eonstruiren eine unendlich grosse keilförmige Platte so, dass 
deren eine Begrenzungsebene mit der Ebene unseres Kreisstromes zusammen- 
fällt. Die Kante des Keils soll in der Ringaxe liegen, der Neigungswinkel 
desselben soll die unendlich kleine im übrigen aber willkürliche Grösse 
dp besitzen. Dort wo sich der Kreisstrom befindet, soll die Platte ein 
Loch haben, das von dem Strome umrandet wird. Diesen Keil belegen 
wir auf jener Seite, von der aus gesehen der Kreisstrom im Uhrzeigersinne 
zu fliessen scheint, mit Nordmagnetismus, auf der anderen Seite mit Süd- 
magnetismus. Die variable Dichte d der Belegung soll überall der Glei- 


chung genügen 


i= d.r.dy, 
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wobei die Intensität unseres Stromes und r die Entfernung des dem Ö ent- 
sprechenden Flächenelementes von der Ringaxe ist. 
Potential dieser so transversal magnetisirten keilförmigen Platte findet man 


unschwer folgende Formel 


(87.) 


und dies muss zugleich auch die magnetische Potentialfunetion unserer 
beiden Ströme sein. T,, ist hierbei die Entfernung des Punktes (7, w,, 9.) 


vom Aufpunkte (4, w,9;,). Hierfür können wir im Anschluss an die Glei- 


ı 


chung (2.) schreiben 


i 


worin wir für 9, den Werth Null noch nicht eingesetzt haben, weil nach 
dieser Coordinate vorerst noch zu differentiiren ist. 


“1 2rı 
ee ann 
a u “ A—H)1—24.008w,+73) dg, 





T, = V1-21,c08w,+2? Y1—24,608@,+ 22 
Z20:J(4,) A2(4,)cosp(w,— w,)Cc0sg(p,— 9, 
pP q 


dal, 


Für das magnetische 


d T 





Differentiirt man, setzt 


danach %,=0 und substituirt.den so erhaltenen Werth von 


Gleichung (37.), so erhält man 








pr p 


'V, = 4aiVY1-—24,0088, +4 EC J(,)gsingg, 
Pqg 


1 5 "rt 
[ di, dw 
C [7 


Free 
Ag. ın die 


__taAy(du)cosp(w.—w) 
" ar) y1—2,cosw,.+3: 


Das Integral nach dem Argumente dw, lässt sich sehr bequem auswerthen, 


wenn man den Ausdruck ————————— 
yl—2),.008@,+4} 


Man kann diese Reihe, da die Coeffiecienten der Sinus-Glieder 
verschwinden müssen, in der Form schreiben ‚ 
2 X,„(A,)C08smw,, 


wiekelt. 


1 


—— in eine Fouriersche Reihe ent- 


wobei die Coefficienten X, mit Einschluss ‚des Stellenzeigers m = 0 die 
Werthe haben 


1 


In 
0 


A, = 


2 


cosmz dx 


(1-2hcosc+4N)} 


Dieselbe Formel erhält man, wenn man in der Gleichung (4.) p=m und 
Nach Einführung dieser Substitution in 
die Gleichung (38.) ergiebt die Auswerthung der Integration nach 


q=V setzt. 


(39) V.= SaniV1- 2,0080, +2 ZECHN()gsingp.cospw, / di 
Prq . 


Also ist X, = Ju(h.)- 





ENOHON 
1—3° 


(41.) 
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23. Aus der soeben erhaltenen Gleichung ergeben sich für die ge- 
suchten vier Funetionen folgende Werthe 
Ua) = 0, 
Bil) = Bi # ['a Ay (A) 4) | 
(40.) nA,(h) ; te 
a) = 0, 
DIA) = 0. 
Das Verschwinden der 62(4) und D2(2) involvirt eine in Bezug auf die 
Aequatorialebene des Ringes symmetrische Vertheilung der durch die Mag- 
netisirung des Ringes auf dessen Oberfläche ausgeschiedenen freien Mag- 
netismen. Das Verschwinden der U%(4) aber sagt aus, dass diese freien 
Magnetismen an zwei zur Ebene des Kreisstromes symmetrisch gelegenen 
Punkten der Ringoberfläche den absoluten Werthen nach gleich, den Zeiehen 
nach entgegengesetzt sind. 

Die Funetionen A2(4) und J)(4) lassen sich vermittelst der Gaussschen 
(hypergeometrischen) Reihe darstellen. Es ist 





> 2p+3)...(2 29— "2 1° 
AyQ) = a CP tb-Ept 3... 2pt 201) oe] _ERlg+4, p+g+4, 2g-+1, 1-2) 


und 


2) RC, p+h pH, 2) 


wo F die übliche abkürzende Bezeichnungsweise für die Gausssche Reihe 
ist. Man erkennt dann sofort, dass das in (40.) auftgetende bestimmte 
Integral für jeden Stellenzeiger von p und g (ausgenommen den Fall q = 0) 
die Form hat 

(43.) [ wa-»yas, 


© 


also die eines sehr einfachen binomischen Integrals, dessen Werth für jeden 
Stellenzeiger von m und » sehr leicht angebbar ist. Einer besonderen Unter- 
suchung bedarf nur der Fall g=0. Hier erhält man für die obere Grenze 
den Werth © von der Ordnung lognatx®. Da jedoch die Funetion B?(4) 


mit dem Factor qg behaftet ist, der im vorliegenden Fall wie n ver- 


schwindet, so liefern die Glieder, die mit dem Stellenzeiger g= (0 behaftet 
sind, keinen Beitrag zu unserem Integral und dürfen daher von vornherein 
vernachlässigt werden. 

Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 2. 23 













178 Schütz, allgemeine Lösung der Magnelisirungs-Gleichungen für den Ring. 


85. 
Bemerkung zum Kirchhofschen Ringprobleme. 

24. Kirchhoff hat 1870 im 5. Ergänzungsbande von Poggendorffs 
Annalen die Magnetisirung eines von einem Solenoide ganz umschlossenen 
Eisenringes berechnet. Man kann dieselbe auch ohne Aufwand eines mathe- 
matischen Apparates durch folgende einfache Ueberlegung erschliessen. 

Wir denken uns den ganzen ausserhalb des magnetisirenden Solenoides 
liegenden unendlichen Raum mit lauter ringförmig geschlossenen einander 
unendlich benachbarten Solenoiden angefüllt, deren jedes ebensoviele (x) 
Windungen hat wie das Hauptsolenoid und auch von demselben Strome i 
durchflossen wird wie jenes; allen sei die Ringaxe gemeinsame Rotationsaxe. 
Die Querschnitte des Eisenringes und der Solenoide dürfen beliebig ge- 
staltet sein. 

25. Dazu ist nun zweierlei zu bemerken. Zunächst ist klar, dass 
durch Hinzufügung derartiger geschlossener Solenoide an dem magnetischen 
Felde innerhalb des Hauptsolenoides nichts geändert wird. Zweitens aber 
lehrt der blosse Anblick einer Figur, die man sich nach den Angaben des 
vorigen Artikels macht, dass die Wirkungen aller Solenoidströme, da immer 
je zwei unendlich benachbarte Stromtheile entgegengesetzt gerichtet fliessen, 
einander vollkommen vernichten, mit Ausnahme der Randtheile. Diese 
letzteren aber setzen sich zusammen 

1. aus so vielen längs der Rotationsaxe fliessenden Strömen von der 
Intensität ö, als jedes der Solenoide Windungen besitzt, und 

2. aus ebenso vielen in der Unendlichkeit zurückfliessenden Strömen. 

26. Da die Wirkung der letzteren ‚verschwindend klein ist, so 
kommt nur die der » Axenströme in Betracht. Diese aber erzeugen zufolge 
der Gleichung (35.), die wir im Artikel 19 gleichfalls auf ganz elementarem 
Wege gefunden haben, im Eisenringe ein magnetisches Moment vom Werthe 


Yin 





(44.) u = k 


' 


: 
Genau denselben Werth hat Kirchhoff a. a.O. für die Magnetisirung eines 
von einem elektrischen Strome ganz umflossenen Eisenringes berechnet. 


München, mathematisch-physikalische Staatssammlung. 
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Ueber den Fall der Statik, in welchem das virtuelle 


Moment einen negativen Werth besitzt. 
(Von Herrn L. Henneberg in Darmstadt.) 





1. 


Nach Gauss (Werke, Band 5, Seite 35) ist bei einem Systeme von 
nicht freien Punkten Gleichgewicht vorhanden, sobald für keine virtuelle 
Verrückung das virtuelle Moment einen positiven Werth erhält. Unter 
Zugrundelegung dieses Gaussschen Principes soll im Folgenden eine Methode 
entwickelt werden, die sich zur Untersuchung des Falles, in welchem das 
virtuelle Moment negative Werthe annehmen kann, verwenden lässt. 

Der Fall, dass das virtuelle Moment einen negativen Werth besitzt, 
tritt ein, sobald virtuelle Verrückungen vorhanden sind, die nicht umkehrbar 
sind, und zwar nur für diese, während für alle umkehrbaren virtuellen 
Verrückungen das virtuelle Moment Null wird. 

Sollen virtuelle Verrückungen auftreten, welche nicht umkehrbar 
sind, so muss die Bewegung der materiellen Punkte an Ungleichungen ge- 
knüpft sein. 

Es seien » materielle Punkte vorhanden mit den Coordinaten &,, Y,, 3; 
Auf dieselben wirken Kräfte, deren Componenten mit X, Y,, Z, bezeichnet 
werden sollen. Das von Gauss erweiterte Prineip der virtuellen Verrückungen 
lautet dann: 


(1.) <(A, dx,+ Y,.dy,+Z.dz;) it 0, 


Die Bewegung der materiellen Punkte sei an m Bedingungsgleichungen: 





fi (&1, Yı, 31, 2, ee, 
(2.) f: (2,, Yı» 21, Ty. Yr. 22 o..9 Lns Yus 2,) — () 
f„(&ı Yı, 31. Ts, Y5, A 000 Ts Uns 2.) — (0 
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und an % Ungleichungen von der Form 


pl, Yı, 31 Da, Yay DB, +00, Dus YUns 3.) 0, 
(3.) p:(&ı, Yıs 21, Ty, Ya; By 000, Inn Uns 3,) 0 


RE EN 





pr, Yı; 31; T,, Ya, 22, ... Lu» Yns 3.) 0 


geknüpft. Dann ist die Voraussetzung statthaft, dass die Coordinaten der 
materiellen Punkte in die Functionen 9, 2 ..., 9, eingesetzt denselben 
den Werth Null ertheilen, da sonst die Ungleiehungen, falls sie überhaupt 
erfüllt wären, gar keinen Einfluss auf das Gleichgewicht besitzen würden. 


Aus den Gleichungen (2.) und den Ungleichungen (3.) folgen für 
die virtuellen Verrückungen die m Gleichungen: 





3 (502 + dy +36.03) = 0, 
2) 2 2. 0.4 05) = 0, 
z (Ale dx; + 20 + ‚) = (0 





und die # Ungleichungen: 


3er Ft ze) >, 
(3) dat nn +), 


2ca dr, Fr m Oy SEAN. a 4) 0. 





Werden die Gleichungen (2°.) mit Multiplicatoren A,, A, ..., A„, die 
Ungleichungen (3°) mit Multiplicatoren w,, 4, .. ., 4, multiplieirt und zur 
Ungleichung (1.) addirt, so ergiebt sich eine Ungleichung: E 





| (X,da.+ Y,dy,+Z,03,)+h, . dat < 3 -dy+5 = d3,)+- 


IN 











+, @ dr „+ nn . ns)+--| 


beziehungsweise eine Ungleichung 


Eu er a Huck 
NE RE 


ONE AL LEINEN 


a 0 Ba a Zen ee: Tee 
ER ROSE He 





PR ELTERN VUN TE BETEN EEE RER ER ae A : 
RESTE Fr TB ER 
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z|[(X+n h 9 Bu +..+ 1, A + u, a +. de; 
= of; 


HY+n + ut tz + + )öy, |<, 





+(Z,+4, a +A,- hr +. +2 Zu EM + )d3, | 


re 


welche erfüllt ist für beliebige Werthe der Multiplicatoren A,, A, ..., 4, 
sowie für beliebige negative Werthe der Multiplieatoren u,, 4, ..., 4. Dies 
ist nur möglich, wenn sich endliche Werthe der Multiplicatoren A,, A, ..., 
hn; sowie endliche negative Werthe der Multiplicatoren «,, «.. ..., u, finden 


lassen, durch welche die 3» Gleichungen 


0 Kr et 


i OL or; 


> I Kai: FAR Be  ... 











oy Oi  oYyi 
of, og Op, . 
() nn 7 +4, - f: ERROR... + U, Ir; zu 
02; I2; Ux; 


befriedigt werden. 

Hiermit sind die für die Statik speecialisirten Zagrangeschen Differen- 
tialgleichungen erster Art auf den Fall des Vorhandenseins von Unglei- 
chungen ausgedehnt. 

2. 

Bei Einführung von k Parametern z,, z,, ..., 7,, welche auf positive 

Werthe beschränkt sind, können die k Ungleichungen (3.) geschrieben werden: 
(5.) =, At, ::y Yet 

Dann lassen sich die Coordinaten der » materiellen Punkte mit Hülfe der 

Gleichungen (2.) und (5.) ausdrücken als Functionen von r,. 7, .... rt, 


und von 3n—m— k weiteren Parametern p,, Pa»; Pu: 
nr Be u U oe Ta 
(6.) EB De Be ar Fe aan 1 Ta) 
2; = P,(p, Par - ++) Pin-mrs U Ty 20, Tı). 
Die virtuellen Verrückungen werden pe: ag 


I 








f IZn—m—k OF; k | 
da, = z Opn dp n+ 2 Ri dr, 
ISn—m—k o®D; op, 
(7.) 2 Fr u 7 +3 Er 
nr , BP, |, 
N | dr. 
e < pn Op Y 25 T, N 
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und das virtuelle Moment: 


3(Kdn+Yöy+Zds) = 2 Int + % an 2.485 en 
(8.) | r “u PR 
+2,32 +72 _. 





Nach Gauss besteht Gleichgewicht, sobald das virtuelle Moment für 
sämmtliche virtuellen Verrückungen keinen positiven Werth erhält. Da die 
Grössen dp, beliebige positive und negative unendlich kleine Werthe, die 
Grössen dr, beliebige positive unendlich kleine Werthe annehmen dürfen, 
so ist die Bedingung des Gleichgewichtes: 

Es müssen die 3n—m— k Een 


(9.) 2(x5 —- y.° 2, N Eu. u 


Op: 


und die k Ungleichungen 





(10.) 


erfüllt sein. 


Besonders einfache Form nehmen die Gleichungen. (9.) und die Un- 
gleichungen (10.) an, wenn eine von den Coordinaten der Punkte abhängige 
Kräftefunetion U vorhanden ist, so dass 











OU oU oU 
Ken Ne, Dei 
Es wird dann 
OU öU du; , OU Ay , OU &%, 
ET Ta (5 Op +5 av. Opn u 3 


n 





OU _ 3(z or; a, OU Ay; , OU Ei), 
«2° < dx, Or, ' Ayı Or, | ; 9r,? 








oder 
oU or; Oyı 03; 
m 2(X ‘Opn une Opn Lie, =) 
und 
OU = 


dr, 2(X -+Y:5 -+Z, 3) 
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Da die Gleichungen (9.) und die Ungleiehungen (10.) auch ge- 
schrieben werden können: 


a u. M ! 03; £3 
a oYyi 03; tr 
(10*.) 3(x a +1,42 )<0, 
so ist Gleichgewicht vorhanden, wenn die 3n—m—k Gleichungen 
DU 
1. A 
(11.) Eh- 
und die k Ungleichungen 
< oU 
(12.) = 0 
erfüllt sind. 
4. 
Aufgabe. 


"Zwei Punkte A und B können sich nur auf dem Kreise 


> 


z’+y’ = Fr 
in der Ebene 3= (0 bewegen. Ausserdem sollen nur solche Bewegungen der 
beiden Punkte möglich sein, bei denen dieselben sich nicht weiter von einander 
entfernen. Es sind die Bedingungen des Gleichgewichtes aufzustellen, wenn 
auf die Punkte A und B Kräfte mit den Componenten X,, Y, und X,, Y, wirken. 
Die rechtwinkligen Coordinaten von A und B seien mit x,, y, und 

TC, Y., resp. die Polarwinkel mit p, und @, bezeichnet, so dass 


« 


% =rC08p, Ta =TC0Sp;, 
y, =rsinp, 92 = rSingp, 
und zwar sei hierbei das Coordinatensystem so gewählt, dass 
pı > Pı 
und 
a = 9-9 
zwischen den Grössen 0 und sich befindet. 
Die Bewegung der beiden Punkte A und B ist dann an die Un- 
gleichung 
e—(p-p)— 0 
resp. nach Einführung eines Parameters 7, welcher auf positive Werthe be- 
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schränkt ist, an die Gleichung 


a—(p—-Q,) = 7 
gebunden. Für die beiden Winkel %, und 9, ergiebt sich dann 
pı = TH+p, 
p = AaA+p, 


wobei der weitere Parameter p alle positiven und negativen Werthe an- 
nehmen darf. 


Die rechtwinkligen Coordinaten der beiden Punkte A und B werden: 
zı =rcos(T+p), &%=rcos(a+p), 
y, =rsin(t+p), 9=rsin(@+p) 


und deren Ableitungen nach den Parametern: 


= rsin(e+p)=y, Ge = rsinletp)= N. 
ersten, rent) = 
- = —rsin(@+p) = —Yı, ne =, 

- = rC08(0+p) = 2, Sr ii 


Durch Einsetzung dieser Werthe in die Gleichung (9°.) und die Ungleichung 
(10°) folgen für das Gleichgewicht die Bedingungen 
Ya-Ay+Ym— Ay: = U, 


Y,z,—A,y, = 0 
oder 


(a.) 


wobei a jeden reellen Werth besitzen kann. 

Werden die Coordinaten des Endpunktes der in A angreifenden 
Kraft X,, Y, mit $,, 7,, diejenigen des Endpunktes der in B angreifenden 
Kraft X,, Y, mit 5, 7. bezeichnet, so folgt aus den Gleichungen (a.): 


(b.) 


2 


(Ya-Ay = a‘, 


| Y,x,— 2Ya = a, 


(yısıaını = 4, 
\y&—2n, = —a., 


Diese Gleichungen sagen aus, dass im Falle des Gleichgewichtes die End- 
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punkte der in A und B angreifenden Kräfte auf zwei Geraden g, und g, 





liegen müssen, welche parallel sind +y 9 
zu den beiden Radien OA und OB, / 
von den Punkten A und B dieselben Ba N 
Entfernungen haben und welche die L- / / 
Schenkel des Winkels AOB nicht / / | & ä N . 
schneiden. / / 5% x 
Andererseits lassen sich die | u Te) 

Gleichgewichtsbedingungen auch mit | / 0 ei 
Hülfe der Gleichungen (4.) auf- \ / 
stellen. Die Bewegung der beiden \ ur | / 
Punkte z,, yı und z;, y, in der Ebene de | B2 
z3=(0 ist den Bedingungen unter- surt 
worfen: | 

aty—r =(, 

typ =, 


"—-(-2)’-(y-9) — (0, 
wo / die Entfernung der beiden Punkte bedeutet. Die Gleichungen (4.) 
liefern für das Gleichgewicht die Bedingungen: 
V=X, +4, -um 5), = X +h,m+ ul —r;), 
= Yrkıy-ulyıy) 0= Ytkyptulyı-y), 
in welchen 4, und 4, beliebig sind, während « nur negative Werthe er- 
halten darf. / 
Durch Elimination von A, und A, ergiebt sich: 
Y,n—-Ayı = uap—zY,), 
Yo —-Ay = —-ulzyp—TY,). 
Der Ausdruck z,y—x,y, stellt den doppelten Inhalt des Dreieckes AOB 
dar. Da das Coordinatensystem oben so gewählt ist, dass dieser Ausdruck 
einen positiven Werth erhält, und « nur negativ oder Null sein kann, so 
darf gesetzt werden 
u(2, 9 — %;Yı) = —a. 
Dann ergeben sich zwei Gleichungen 
Ys-Aıyı = -a, 
Y,2,— a, 
welche übereinstimmen mit den Gleichungen (a.). 














Ueber indefinite ternäre quadratische Formen. 
(Von Herrn A. Meyer in Zürich.) 





In vorliegender Abhandlung beabsichtige ich meine früheren Unter- 
suchungen*) über ternäre quadratische Nullformen (Formen, durch welche 
die Null rational darstellbar ist) auf beliebige indefinite ternäre quadratische 
Formen ungerader Determinante auszudehnen. Dabei behalte ich die früher 
gebrauchten Bezeichnungen bei, stelle sie jedoch der Bequemlichkeit wegen 
hier noch einmal zusammen: 

Die (indefinite) ternäre Form bezeichne ich nach Gauss durch 

f= aa +aa"+a' ce" +2br2" +26" +26" ae’ = r 5 ns 
ihre Determinante 
ab’+a'b"+a'b"—aaa'—2bb'b" 
setze ich positiv und ungerade voraus, die Form f primitiv. Sie ist dann 
eigentlich primitiv, d.h. die Coefficienten a, a‘, a’, b, b’, b’ sind ganze 
Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler und a, a’, a’ nicht alle gerade. 
Die Coeffieienten der ternären Form 


b’—aa', b”’—-a'a, A 

ab—b’b', a'b'—b'b, ab" —bb' 
mögen den grössten gemeinschaftlichen (positiven) Theiler (2 haben. Durch 
Weghebung desselben entsteht die (primitive) adjungirte Form von f, 

F= [> 2 =. (QBA=b’—aa”, u. 8. W.). 

Die Determinante von f ist durch 42° theilbar; sie sei = 2°; diejenige von 
F ist dann = #’Q2, Die Zahlen 2, / sind positiv und heissen die Invari- 
anten von f. 


Bezüglich der Eintheilung der ternären Formen in Geschlechter er- 





*) Dieses Journal, Bd. 98. 
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laube ich mir auf die Abhandlungen von Eisenstein*) und Smith**) zu 
verweisen. 

In der Folge werde ich zur Abkürzung wieder den Exponenten der 
höchsten in einer Zahl m aufgehenden Potenz einer Primzahl # durch |m|, 
bezeichnen oder, wo kein Missverständniss zu befürchten ist, einfach durch 
Im| und m=6"'m, setzen. Die Gleichung |m| = 0 bedeutet dann also, dass 
m nicht durch # theilbar sei. 


$1. 
Die Grundlagen der Untersuchung. 

1. Das Verfahren, dessen ich mich hier bediene, ist dasselbe wie in 
der schon erwähnten Arbeit über die Nullformen, der Uebergang von Formen 
kleinerer zu Formen grösserer Invarianten. 

Es bedeute # eine ungerade Primzahl, #”, 0° die höchsten in 2, 4 
aufgehenden Potenzen derselben. Dann kommen folgende zwei Sätze in 
Anwendung: 

1) Jede eigentlich primitive Form f der Invarianten 120, 4, für 
welche d = 1 ist, lässt sich durch eine ganzzahlige Substitution der Determinante 
0 aus einer eigentlich primitiven Form der Invarianten (2, 4 ableiten. 

Beweis: Die Form f ist einer Form g äquivalent***), welche 

or’ +" (mod.6‘), 


wo o, «@, «@' durch # nicht theilbar sind und £>w-+3 ist. Daher geht g 
durch die Substitution 


A ! 


(1.) ya2, y=-%, J=-—r 
aus einer Form g’ hervor, welche eigentlich primitiv und 
ag ta Hy" +9” (mod.9°) 


ist und daher die Invarianten 2, / besitzt, und f entsteht aus g’ durch eine 
ganzzahlige Substitution der Determinante 4. 

2) Jede eigentlich primitive Form f der Invarianten £2, 40’ lässt sich 
durch eine ganzzahlige Substitution der Determinante 9 aus einer eigentlich 
primitiven Form der Invarianten (2, 4 ableiten. 


*) Neue Theoreme der höheren Arithmetik, dieses Journal, Bd. 35. 
**) (On the orders and genera of ternary quadratie forms, Phil. Transactions. vol. 157. 
***) Smith, a. a. 0. p. 26. — Minkowski, Sur la theorie des formes quadratiques etec., 
Mem. des sav. etrangers t. 29, p 19. 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 3. 2» 
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Denn die Form f ist einer Form g äquivalent, welche 
az’ + a0" X” +0" tr” (mode) 
ist, wo wieder «, @', «@” prim sind zu 6 und t>w+d+2. Durch die 
Substitution 
(2.) y=2, y=a2, y =6a 
geht also g hervor aus einer Form g', welche eigentlich primitiv und 
a + ya Orr” (mod.0°) 
ist, daher die Invarianten (2, #/ besitzt und durch eine ganzzahlige Sub- 
stitution der Determinante # in f übergeht. 

Man wird also alle eigentlich primitiven Formen der Invarianten 
26, 4 (für d=1) und 2, 46 erhalten (jede unendlich oft), wenn man 
auf alle eigentlich primitiven Formen der Invarianten 2, / bezw. die Sub- 
stitutionen (1.) und (2.) anwendet, oder auch, wenn man auf jede Form 
eines vollständigen Systems Z nicht äquivalenter, eigentlich primitiver For- 
men der Invarianten 2, / alle möglichen ganzzahligen Substitutionen der 
Determinante #9 anwendet. Jede der letzteren Substitutionen lässt sich aber 
zusammensetzen aus einer vorausgehenden redueirten Substitution der Deter- 
minante 9, d. h. aus einer Substitution der Form 

& U 16) 

S=-lI« # 0] «ßy"=9, 0<"<Pp, 0<a"<y', O<PB"<y", 
ee 

und einer nachfolgenden Substitution der Determinante 1. Man wird daher 

(nebst anderen) alle Formenklassen (jede mehrmals) sowohl der Invarianten 

29, 4 (für d=1) als auch der Invarianten 2, 46° erhalten, wenn man 

auf jede Form von > jede der Substitutionen S anwendet. 

2. Es ist zunächst zu untersuchen, unter welcher Bedingung die 
Substitution S, auf eine Form f von & angewendet, 1) eine Form der In- 
varianten (26, 4, 2) eine Form der Invarianten (2, 46° liefert. 

Es sei die Form 


fs (% u), ihre Adjungirte F=( 


| A, A', e 
b. b', b’'/? ’ 


nu a 
Wo 


«=a®, d'=a, beb=b"—=( (mode), 
A=AMm+, 4=409, B=B=B"=0 (mod.°*,), 

; w Ö 
Due, Ju 


’ zj 


a, a,, @,, A,, A,, A’ durch 9 nicht theilbar, aA” prim zu 24, Voraus- 
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setzungen, die sich durch unimodulare ganzzahlige Transformation von f 


RE EB a re er yes ya nn ; 


immer erfüllen lassen. Durch die Substitution S gehe f über in die Form 
I 2 ! z 
Me 9 | r } . EEE A rei 
1’ 1? 1 . . 19 1 1 
— ‚. mit der Adjungirten F -( ap 
fi eG b\, b\ ) v B,. B\, B; 
5 wo 
h a = ao’+ao” +a'a” +2ba'e" +2b’ a 'a+2b"ao', 
E a = aß” +a'P” +2bPP", 
8 a‘ RR a'y", 
j b, di a’ "y" + bP'y", 
= b! u a'y" a" +by"a' +b'y"o, 
b, = aaß+aa HH) Ha" Hbf. 


1) Es sei d=1; unter welcher Bedingung ist dann f, primitiv und 
besitzt die Invarianten 29, 4? 
OÖbige Gleichungen geben folgende Congruenzen (mod. #”*'); 
sera, ss =aß, 5 =aeafß: 
daher, da 
b, -a,a, = —aao’P” = — aa," a} 
durch #°*' theilbar sein muss, 
aß 0 (mod.®), 
und weil «?’y' =# ist, entweder: 
(A.) = Aurel, ed =0, 
oder: | 
BB) «en1 = Y"=1 se <<, "AO. 
Die Annahme (A.) liefert die Form 


wire 
bee ie ( b, b'O, jg); 


welche jedoch nur für = 0 primitiv ist und daher für » > (0 ausser Be- 
tracht fällt. Für @=0 hat sie die Adjungirte 
, A, 4,0, A'ON . 
4.35 (B6 B, B"/ 
Die Annahme (B.) giebt die Form 


re", a'6?. a’' \ 
bO, ba’ +b', a'’da«' +b''0/' 


25 * 


fi: ei fr . 
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welche nur dann primitiv ist, wenn 6 nicht in a-+a’«'” aufgeht. Für » > 0 
ist diese Bedingung jedenfalls erfüllt, ebenso für  =0, wenn, in der ’ 
Gaussschen Bezeichnung des quadratischen Charakters*), —a«a'N® ist. Ist ‘ 
dagegen = () und —aa’R$, so fallen die der Congruenz a+.a'«'” = 0) (mod.®) E 
genügenden beiden Werthe von «' ausser Betracht. Die Adjungirte von f, ist h 
F, = (400, A—2Bia'+A00e, AO) 

B—B'a', B'o, B"— 4,0044)? 


wo B’=B}®# gesetzt ist. 
Dass die übrig gebliebenen Formen in der That die Invarianten 
264, 4 besitzen, ist leicht zu sehen. Die Gesammtzahl der zulässigen 


Formen f, und f, beträgt also 6 für ®>0 und 0-(—-) für o=(0, 


2) Unter welcher Bedingung ist f, primitiv und besitzt die In- 
varianten (2, 10°? 
In diesem Falle sind drei Arten von Substitutionen $S zu unterscheiden: 
9.0 -- 0 
A=|0 10), n-(« oe 04, Ca0 1:0 
u:@:'% 3 a; 
0<«'<h), Va" <I,0O<SP"< 0). 


Sie liefern die Formen f, und f, wie vorhin und ausserdem die Form 


26 ra+2b’a'' +a'a'"?, a +2bP"'+a”’"?, a''0? )- 

le = \ (ar@'450,  (a"a"+6')0, a'aß" ba" +bißt 4b" 

Die Form f, ist jetzt nur zulässig, wenn =d=( ist, 

f, nur dann, wenn d=0 ist und zugleich entweder & >0 oder 
o=(, Ja+tad”| = 0, 

f, nur, wenn d >00 oder wenn d =(0) und zugleich entweder ® >, 
la,+a, P”|=0 oder w=0, |Ad”+AP"-+A"| = 0. 


Unter diesen Bedingungen sind die adjungirten Formen 
A, 4'0°, AO? 


u Bö?, BO, B"O!' 
Fre ( A0°?, 4A’—2B'a' + Aa”, A" 0? ) 

37 \(B—B'a')O, B'0?, (— Aa'+B")0/' ; 
ER |; A0", A'0°, Aa’ ?+4'8"?+4"-2Bß''-2B'a'+2B" a @\ 
= \(-A'@"+B-B"a")0,(-Aa"+B'-B'R”)O, Bo? | 


*) Disq. arithm. Art. 131. 


EERENR NEN ERREGER 
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Die Anzahl der zulässigen Formen f,, fs, fr Ist demnach, wenn 
o—0, d>0: # (nur Formen f.), 


o—>0, d=0: (IR )). d.h. 6 Formen f, und (#- 1— (5 zn... -)) 


Formen f,, 


o=0, d=0: #, d.h. die Form f,, 9-1-(—-) Formen f, und 


96— D+(, .) Formen fi 


3. Bezüglich der Geschlechter, denen die erhaltenen Formen an- 
gehören, gilt Folgendes: 

1) Die Formen der Invarianten 20, #, die derselben Form f ent- 
stammen, gehören, wenn » > 0, alle demselben Geschlechte an, für welches 


IH D- ZEIG), 


wie die aus der Gleichung B’— AA’ = af folgende Congruenz 
—A,A" =a4, (mod.P) 
sofort zeigt. 
Ist »=0, so zerfallen die Formen in zwei Geschlechter mod.®, da, 


fr za a 
0 


eine Ausnahme, wenn n 2 (mod.3). Da nämlich area nicht durch 3 


wenn # >35 ist, (7) )= +1 sein kann. Der Fall #= 3 bildet 


theilbar sein darf, so kann dann nur «@' = 0 (mod. 3) also @ )=( z 5) sein; 


.. ® { h a 
dafür ist aber (2) = ( =): Für (3 ” ergiebt sich dieselbe Gleichung 
> 
wie vorhin, ebenso die er für (7 2), so dass in allen Fällen ist 


(0, DEI 


In Bezug auf einen von ® wagen Primfaetor @ von 2 oder 
A ist offenbar bezw. 


| f, F ON/F 
(@) Er 
2) Die Formen f, der Invarianten 2, 46° gehören, wenn d >0, alle 


demselben Geschlechte an; denn es ist (2) — ( L und, wenn & > 0, auch 


1) 
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Ist d=0, &>0, so gehören die Formen f, demselben Geschlechte 


an, da 
PROBORO!} 


die Formen f, dagegen gehören, wenn # >3 oder 9=3, A'A"=1 (mod.3), 
zwei Geschlechtern an, da g .) = (4 -) ist und (# ”)= & file = +1 





sein kann. Jedoch, wenn 9=3 und AA’==2 (mod.3), kann nur (=) 


- (3) sein; dann ist aber (2) = (0) und die Formen f, und f. ge- 


hören verschiedenen Geschlechtern an. 
It d=0, w=0, so ist 


2-4) He, re 


Die Formen f. gehören demnach zwei Geschlechtern an, ebenso die Formen 
' ü e i F A' 
f,, ausgenommen, wenn 6= 3, AA’ = 2 (mod.3); dann ist aber (3) = ( 5 ) 


(4) 


Für einen von ®@ verschiedenen Primfactor ®@ von (2 oder 4£ ist 
bezw. stets 








Ai f F, ı we‘ 
CDEiear 7 ige): 


Es ergiebt sich also, dass die derselben Form f entstammenden Formen 
fi der Invarianten 20, 4 in ein oder zwei Geschlechter gehören, je nachdem 
o—>(U oder = ist, und ebenso die Formen f, der Invarianten (2, 46°, je 
nachdem d >O oder = V ist. 

In beiden Fällen liefern verschiedene Geschlechter von Formen f 
auch verschiedene Geschlechter von Formen f.. 

4. Schwieriger ist die Frage zu beantworten, welche von den der- 
selben Form f entstammenden und demselben Geschlechte angehörenden 
Formen f, äquivalent sind, wobei bekanntlich der Unterschied zwischen 
eigentlicher und uneigentlicher Aequivalenz wegfällt. Auch bei dieser Unter- 
suchung sind verschiedene Fälle getrennt zu behandeln: 

1) Die Formen f, der Invarianten 26, 4. 
Es seien f, und ff? zwei solche Formen, die den Werthen « und «, 





RE AN 
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entsprechen, so ist nach Voraussetzung das Produet (a+a'«)(a+a'«,') durch 
9 nicht theilbar und quadratischer Rest von 6. 

Angenommen f, und f}? seien äquivalent und f, gehe in ff über 
durch die (unimodulare ganzzahlige) Substitution 


TE . 
RENTE ee 


= E Ä r 
m > N > 
2 > 
— | ! Se! 
- — - Y f 
TE A TE 
s N - 


so geht f in sich selbst über durch die (automorphe) Substitution 


E , z w Se (0) () 
u un Bu, a Tui 1 
i a 1 
ABER Ei EEE OR EE — v 
. “ 0 U 
anf 2 Z rt zZ Set! 
a Mm v da 7 C 0 6 4 
N N N Co 
— 0 “ 
un Ö z 
I oe -f ! 3 ’ ! I I n a J 1% co! 
— 10'E-08' — oa! — -4n aZz+n 06-4 oL 
n' n 
on N En 
Mr a 
" 7 d 








Die Coeffieienten dieser Substitution sind aber ganze Zahlen; denn 


setzt man zur Abkürzung 
3 (* m', "\) nm _ fm, m, m\ 
A N We Als, wi u, 8 / 


so ist unter den in Art. 2 gemachten Voraussetzungen über die Coeffieienten 
von f und weil jetzt d=1 ist: 


# 


Im|=0, |m|=o»+2, | m|=w+l, "| >w+1l, "| >o+l, "| —w+l; 


ebenso für die Coefficienten von ff”. Nun geben die Gleichungen für die 
Transformation Z von f, in f® die Congruenzen: 
F F o 


+ N Ban f w-+-1N 
), 0=$n (mod.0"*"), 


m, = mE (mod.), d = mn’+m'n"+2n'nn (mod.6 
aus denen folgt 
&=0, n=0 (mod.®*), 7 =0 (mod.P). 


Also können f, und ff nur äquivalent sein, wenn es eine ganzzahlige 
Transformation / von f in sich selbst giebt, für welche die Substitution 
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$ 
> 
Ne 
We: 
BR 
& 
PB 
ea 
En 
$ 
ar N 


a an u v 1 
! 

a a 1 ar ! ! ' Fa 
„=iIi--— -—- 0 u a ss 
0 ’ „nn „ " & 
0 0 1 b u v 0 2 
f: 
i Fi 
+ u du v | R: 


— ta 0 (a-+o,u)) w—au - (v —a'v) 
.+o, w du” v" 
ebenfalls ganzzahlig wird, so dass also die Congruenzen bestehen 
"+ wW—a(+nu)=0, v—av=0 (mod.0). 
Die zweite Congruenz ist indessen von selbst erfüllt; denn ist = (0, 
so giebt die automorphe Transformation A die Congruenzen mod.®: 
a=zak+tal’, 0=za+tar”, O=ayv+akrv, 
aus denen durch Elimination von a und a’ folgt: 
v =ık(v'—rvi), 0=ervliv' vi), 


und hieraus folgt stets 
v=v ==( (mod.®). 


Ist »>0, so kommt 


daher 

2l=0, u=0 (mod.0), v==0 (mod.9”), v0 (mod.b). 

Hieraus folgt: 

Für die Aequivalenz der Formen f, und fi ist nothwendig und hin- 
reichend, dass es eine Transformation A von f in sich selbst gebe, für welche 
die Congruenz stattfindet: | 

(B.) 4 +a, wW—a'(A-+o\u) = (mod.®). 

It >00, so redueirt sich diese Congruenz auf 

„"—el+awW = 0 (mod.®). 

2) Die Formen f, und f, der Invarianten 20, 4. 

Nach Art. 2, 1) kommt die Form f, nur in Betracht, wenn ® = 0 
ist; daher ist jetzt: 

a=0, |d|=0, Ja"|=1, beb=eb"—=0 (mod.0). 


Angenommen, f, und f, seien äquivalent und f, gehe durch die Substitution Z 


Er A a ee nr ae 
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in fs über, so geht f in sich selbst über durch die Substitution 








/ £ “ () 
Zu u un / ni’ 1 0 
' , j ad ! <e! a 1 
Ii=1ık uU ‚ — 0 () B ’ a > 0 
ur u y' (0 () 1 \&" 7" C' N N | 
6—eor n & 
< BAT, L N 2 
.e 0 0 . 
ee T n n Er 
2 0 - 
Aus der Gleichung 
ae = ad +an’+a'n"+2bnn +2b On n+2b'@nr 


folet aber 
o 


0=an’+a'n” (mod.#”" 


l 


und hieraus 


! z 


/ n 0 (mod.6). 
Die Coefficienten von A sind also wieder ganze Zahlen. 

Umgekehrt: Geht f durch A in sich selbst über, so geht f, in f, 
über durch 


& r i 7 0.0 l. u v Te 
g! ! e 2. ! 1 ‚' y' / ) 
S N, 4 a / u I u A 
Yu! * 00 y\“M ur u Me 

Ed; | ) 

(+0 u u 

Br ;* 0 

= Atau Ds 

,» tau du” 39 

v . . x 
Da ganz ist, gilt der Satz: 


Für die Aequivalenz der Formen f, und f, ist nothwendig und hin- 

reichend, dass es eine Transformation A von f in sich selbst gebe, für welche 
(A.) /+eu=0 (mod.®). 

In gewissem Sinne lässt sich dieser Fall als Specialfall des vorigen 

betrachten; denn (B.) geht in (A.) über, wenn man durch «' dividirt, dann 

Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 3. 26 
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« unendlich gross werden lässt und «| durch «’' ersetzt. Die Form f, ist 
also gewissermassen diejenige Form f,, in welcher «' = oo ist. 

3) Die Formen f, der Invarianten 2, 416. 

Sind die Formen 


. a’+2b5''-+a''f''? a''0? = m, m’, “) 
8 — (a’$"-+b)0, (a’'a'' +5’), aa" A" +ba"' +b'3"'+b" mw: n, n', n'' ’ 
po % ee a’ +20p, +0 P, a'0? Ya m,, m', + 
C (a8 +5)6, (a"’a' +5"), aa B'+bea'' +b’ Ab" n,, n', n"' 


äquivalent und geht f; durch die Substitution Z in f{" über, so geht f in 
sich selbst über durch eine Substitution 4, deren Coefficienten 


- " 7 c | cn u - Ia .- - & E ' 
1=5-, 5, = & —a, ER = a EHE +0" — ("+ + ji 
a" a ’ z an Ü 7) m a, ’ 7 „ a" 7 Ä an c 7 
p=nN-a yg, MU U EMETTETT TR IE TE +5), 
C ! & Zi .& Ali E er! 
ya —, va a 0 -/ 
0 Ö oTP or 


ganzzahlig werden, da S==T==0 (mod.®) ist. Um dieses zu beweisen, 
unterscheide ich zwei Fälle: 
a) w=0; also |m’| = |m | = d+2, |n"”—mm'| = |n)”—m,mi| = 0, 
n=n=n m =0 (mod.0). 
Aus den Transformationsgleichungen folgen die Congruenzen mod.®: 
(1) m, = mf-+mE? +2n"ST, 
(2) m = mn’ +m'n” +2n' nn), 
3) 0 = mnS+mnS+n"(nd+ön), 
4) 0 = mistmdstn" (GEHST), 


| 5) m = min+min+n'(En+ng). 
jildet man (5.)’—- (1.)(2.), (4)7—(3.)8, (3.)E—(4.)n, so kommt 
n, mm, = (n"—mm')(£n—nz) (mod.®), 


(mi+nT)\ En) E0, (aM iHm En —ne)=0 (mod.P). 


! 


Aus der ersten Congruenz folgt |syY—ng|=(0 und sodann aus den beiden 


letzten 





mi+nt =0, n’c-+mT = 0 
und hieraus 
=5=0 (mod.0). 


eg a ee 


N 
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b) >0; also |m| = |m,| = 0, |m’| = |m,| = », |m”| = |m) | = »+Jd +2, 
wei Eee Rrerr), "ent (mode), 
Man erhält die Congruenzen 
m, = ms (mod.d), 0—=mö+mT”+2n"TT (mod.0”*), 05 (mod.9”), 
woraus folgt 


&=0, &=0 (m0d.9”), Ü=0 (mod.$), w. z. b. w. 


Sollen also f, und f;' äquivalent sein, so muss f, in ff” übergehen 
durch eine ganzzahlige Substitution der Form 
l = 5 


Bi: ern a I, 4, 

| ' () 1 () ee ' 

-! ’ P 7 ! 

5 7 L — / u v v 1 () 

2 u 

gr n" ug “& fr} l 2 ut y"' n'' yn A 

C — — — \ / . > 

, 2 u. d 0 0 a 
wo 
ri n -! Pu | z ! “14 FE: Dt! - 1 . m; zZ yr I. x 
E=iıtar, S=itarv, IE = —-aL—Pu+h +0 (-ar—Prv+r‘), 

[2 f ar ’ ! +# ! j ww ! zZ Ei 2 a! zer Zi j Ali z i „an ‚! . 
n=u-rp,P, n =u+rpı,V, On =—ıa u—ß u-zu +P, (— a v—-) vv) 
ce! 7 Cor! zZ 7 4 7 

= ww, 5» wi — a v—-Pv-+r", 


Hieraus folgt: 
Für die Aequivalenz der Formen f. und fi’ ist nothwendig und hin- 


reichend, dass es eine Transformation A von f in sich selbst gebe, für welche 


a + A" Halle v HR" vv") 0. 
ON / / | / 
(C.) (mod.®). 
| 2 N a ! z; : „ırr 2; a „u! I IN \ r4 
a up u—u pP, (av+Pv—v) u 


Die noch übrig bleibenden Fälle lassen sich in ähnlicher Weise 
behandeln. Der Kürze wegen unterdrücke ich die Discussion derselben 
und stelle nur die Resultate zusammen: 

Als nothwendige und hinreichende Bedingung der Aequivalenz zweier 
Formen f, der Invarianten (2, 46’, ergiebt sich jedesmal, dass es eine auto- 
morphe Substitution A von f geben muss, deren Coefficienten zwei Congruenzen 
(mod.6) genügen, und zwar für die Formen 


sg a —h +a' (av vr) N, 
f; und f, den Congruenzen: (U) 


lau u +" (ev—r') 0. 
a » a”. - (B) da —W+o(au—u') ), a v—rv' 0, 
Be + - (A) Hau), vv, 


A - 


(A”.) i+a"v Ö, u+ß'v = 0); 


26* 
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Diese Congruenzen lassen sich indessen auch als Specialfälle von 
(C.) auffassen, indem man wieder f, als eine Form f, betrachtet, in welcher 


«' = oo ist, und f, als eine Form f;, in welcher @' = —«'", aber 9" = ist. 
N 2. 


Die Transformationen einer ternären Form in sich selbst. 


5. Aus dem Vorigen ergiebt sich für die Entscheidung der Aequi- 

valenz zweier Formen f, das Bedürfniss einer genaueren Untersuchung der 
a,a,.a PN i 

automorphen Transformation 4 der Form r=(} pr. N Die Coefficienten 

’ p) 


}, u, ... der Substitution A sind von Herrn Bachmann durch folgende 


Gleichungen gegeben worden *): 


- 
ei = 2p’—e+2bpg — 2b" pg —2q I 
eu = 2bpg —2apg' —2q ri 
ww = 2a pg —2bpg' — 2 ni 
* 2apg' —2b'pqg —*2q a 

(L.) eu = 2p?—e+2b"pg"—2bpg —2q a7 
we 2b’pg — 2a pg —2q Fe 
Ä = 2b’ pgqg —2apg —2q ga 
u". = 2apqg - 2b pg -2q Du 
ev" = 2p’—e+2bpg _2b'pq — (2q" In 





wo zur Abkürzung 

(IL) PRr@g,g)=E 
gesetzt ist, und wo p, q, g, q' gauze Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Theiler bedeuten, welche so gewählt sein müssen, dass die neun Substi- 
tutionseoeffieienten A, u, ... ganzzahlig werden. Hierzu ist, wie Herr Bach- 
mann bewiesen hat, nothwendig, dass e in 442°4 aufgehe, also, da 24 un- 


*) Dieses Journal, Bd. 71, p. 297. 
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gerade vorausgesetzt ist, von der Form sei e=o€, wo o=+l, +2, +4 
und e ein Theiler von (2°, und dass ferner & auch in p’ aufgehe. 

Bei der weiteren Behandlung des Gegenstandes hat sich Herr Bach- 
mann auf den Fall beschränkt, dass die Determinante 2° ungerade ist und 
keinen quadratischen T'heiler besitzt. Die folgenden Untersuchungen er- 
fordern aber eine genauere Beantwortung der Frage, in welcher Potenz die 


3 Primfactoren von 424 in &, p, q, g, q auftreten können, wenn (2, 4 be- 
a liebige ungerade Zahlen bedeuten. 
& 

6. Es sei 4 ein Primfaetor von 24 und |2|,= o», |f\,=J, le, = n. 


It „=0, &>>0, so erfordert die Gleichung (II.), dass &e AR® sei. 
Ist n>0, so muss, weil € in 2°4 aufgehen soll, 1<nZ=2o+J 


sein. Um die Diseussion zu vereinfachen, setze ich wieder voraus. die 


k Form f sei bereits so transformirt, dass 
al=0, |d|=o, jd|=wo+4d, b=eb=b"=( (mod.0’-+’*"); 
also 


Al=o+Jd, |A|=d, |A’|=0, BzEBR=B"=0( (mod.H-t’*" 
und, wenn a’ = a\#”, a’ = a) 0”+? gesetzt wird: 


a) 


f = ar’+a,0”z”-+a,)0"t’z"” (mod.0°°+%+"), 


Da € in p’ aufgehen soll, muss 


(P.) p =0 (mod.0") 
i sein, und aus den Gleichungen (I.) ergeben sich folgende Bedingungen *): 
(u) pg =0 (mod), (4 .) pq +a gg = UV (mod.#"), 
{ v) pg =0 (mod.7e-9), v)  —pg +ag’g' =0 (mod. 
| (w.) g’=0 (mod.07-e), 4)  —pg +agg =U0 (mod.”), 
vv") gd"’=0 (mod.0”), (w.)  pg +agg =V (mod. 


Von diesen Congruenzen folgt (u.) aus (p.) und (v".), (v.) aus (p.) 


\ 


\ 
ı 


und (w.), (v.) aus (w.), (w".), (v".), so dass nur die folgenden sechs zu 
berücksichtigen bleiben: 
(p) PO (mod.), (u)  pg+agg =0 (mod.0"- 
(w.) g’=0 (mod.-09), 4) —pg+ag g==0 (mod.®"), 
v") d”’=0 (mod.0-"), (A) pg’+a'gg = 0 (mod.0”), 
*) Die Congruenzen, für welche der Exponent des Moduls Null oder negativ würde. 
fallen weg. 
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zu denen nach (11.) hinzukommt: 
(&) p’+a,a) + g’+a) a0"t’g”+aa,9"g” —= e (mod.MetitN), 

7. Ich diseutire (für 7 > 0) folgende Fälle ausführlicher: 

1) w=0, d >. 

Hier kann nur „= sein; denn wäre 7 <(d), so würde, wenn 7 un- 
gerade, pP = q "== 0 (mod.0”"*), e== 0 (mod.0"*"), gegen die Voraussetzung. 
Wenn n gerade, wäre zunächst p=g"==0 (mod.0”). Für p = @"p,, 
g’ =6'"g, erhielte man aus (w".), (A".), (e.): 

pgtaggq =0, ayıg—-pıg == 0 (mod.0”); pitaa'g, = e, (mod.P). 
Aus den beiden ersten Congruenzen würde folgen 
(pitaag )ga==0, (pitaag,‘)g = 0 (mod.0'") 
und hieraus mit Rücksicht auf die dritte: 
qq ==0 (mod.”), 
gegen die Voraussetzung, dass p, 9, g, g keinen gemeinschaftlichen 
T'heiler haben. 

Für „=d==0 (mod.2) ist nach (p.) und (v".) zu setzen: p = @’p,, 

g’ = Mg, worauf die Congruenzen bleiben: 
pıgtag,g =0, agıg-pıg = 0 (mod. °), 
pitaa,g+a,ag’+aag, ==e, (mod.#). 

Aus den beiden ersten folgt: 

(ptaagı )g==E0, (pitaaig, )g == 0 

(ag tag )p =0, (agy+tag )q 0 
Da p und g’ durch # theilbar sind, können es q und g’ nicht zugleich sein, 
woraus folgt 


" (mod. 9), 
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pıtaag, =0, a,(ag-+ag’)=e, (mod.P). 
Es kann also a’g’+ag” nicht durch # theilbar sein. Daher muss sein 
p =gq =0 (mod.0°) 
und 
p =g'—=0 (mod.#°). 


Für „= d==1 (mod.2) ist nach (p.) und (v".) zu setzen p = M'’*»p,, 
= MHdg,, so dass die Congruenzen bleiben 


pıgtagqı = 0, —pıg +a’gg, = 0 (mod. H'D), a) (a’g’+agq”) = &, (mod.0), 
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woraus, weil &, durch # nicht theilbar ist, folgt: 
pP = 0 (mod.%-9) 
und 
p =d'=0 (mod.P), 
wie im vorigen Falle. In beiden Fällen kann s, quadratischer Rest oder 
Nichtrest von ® sein. 
2) w>0, d=(0. 
Hier kann n nicht ungerade sein, ausgenommen für n„=w. Denn 
für n<o wäre (e) unmöglich und für >» würde man bei geradem « 
erhalten: 


P=0 (mod), Pz=g”=0O (mod), 2=0 (mod.M”*), 
gegen die Voraussetzung. Bei ungeradem » wäre zunächst nach (p.), (w'.), (v".) 
zu setzen 

p=Mrmn, EI, N, 
worauf aus (A”.), (4), (e.) folgen würde 


ng ta eAotd gg = 0 
pt | 39: (mod. RW); ala)g’ tag ) = &, (mod.®). 
pq ta Pod gg, 0 1 / 


Da also g, und g, nicht beide durch # theilbar sein können, würde weiter 
folgen 
pP: 0 (mod. Heu"), 


Setzt man demgemäss p, = "+" n),, so käme 


\ 


-1Pp+a194=I, Hpta,gqg=0 (mod) 
und hieraus 
(a,gı +a,q, )g = 0 (mod. uw), 
daher g=0 (mod.6), gegen die Voraussetzung, dass p, 9, 9, q keinen 
Theiler gemein haben, 
Für „=»==1 (mod.2) hingegen ist zunächst zu setzen p = #"'”p,, 
wodurch man die Congruenzen erhält: 
pg =pqg =0 (mod.M") ala)g’+a,g”)=e, (mod.P). 
Da also g’ und g” nicht zugleich durch # theilbar sein dürfen, muss sein 
pr =O (mod.#@) und p=0 (mod.9”), 
Dann bleibt nur noch der Congruenz (e.) zu genügen, was immer möglich 
ist, welches auch der quadratische Charakter von &, (mod.®) sei. 
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Die Fälle, in denen 7 gerade ist, ergeben keinen Widerspruch: 
Ist n < © und wird nach (p.) gesetzt p = 0®"p,, so folgt p! = &, (m0d.#); 
daher |p|=4n, e,R® und nach (4".), (2): 


g=qg’=0 (mod. 
Ist n— » und ® gerade, so hat man zu setzen 
p —- 0" p,, q —: a 3 g —- A A 


und es bleiben die Congruenzen 


(p..) pt Mad, pt, erg —=0 (mod.”), 
(e.) pitaa,0""g’+aa,g, +aa,g, = 8 (mod.He="+"), 
Für n= » folgt aus (p,.) mit Rücksicht auf (e,.) entweder: 
p=0 (mod.0°), p=0 (mod.0”) 
oder: 
1=gı =0 (mod), /pl=!o, |g=0, !=Eg’=0 (mod.0”) «RO. 
Für n>» folgt aus (p..): 
(a, gı +a,g, )Jp =0 (mod.#”), (a)g, tag, )g=0 (mod. 
und, da q nicht durch # theilbar sein darf, mit Rücksicht auf (£,.): 
a,gqı +a,g, =0 (mod.®"), |p|=0 
und endlich aus (p,.) und (&.): 1 =g =0 (mod.0'”), so dass also 
1=gqg =0 (mod.0”), |pl=4n und (solange „<2w) &R&. 
Ist n >» und » ungerade, so ist zu setzen 
p= 0’ p,, ge ee g' ee 
und es bleiben die Congruenzen (4.), (4), (&,.), welche erfordern, dass 
— 9 +a,0 "gg =, 


NY 3(@—1)\ 2 _ a w—n 1? — 2 
ng 0 (mod. HP), pi+ta,a, 6" "ge, (mod.P). 
Qi 2 ı 


Z 


Für 7n < 2% folgt hieraus |p,|=0, 1 == g, = 0 (mod.=®); also 
pi=4n, \gd=0, !=Eg’=0 (mod.Ai"), :,R0. 
Für 7 = 2 folgt pj+a,a,g == &, (m0d.9), 1 = g, = 0 (mod. ="); daher 
pP=d=g =O (mod), g=V0. 


Der quadratische Charakter von e, (mod.#) bleibt beliebig, ausgenommen, 
wenn #=3, a,a, =2 (mod.3), in welchem Falle 2,N3 sein muss. 
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3) =d==1 (mod.2). 
Es sind hier folgende Fälle getrennt zu behandeln: 
eo) 0 <nZo. 
Ist n<o, so kann es nach (e.) nur gerade sein und 
pl=4n, ld!=0, !=g'—=0 (mod.”), «&,R6. 
Ist „=, so muss p —=(0 (mod.:+V) gein, und da für p = Hp), 


folgt 


2 


aa,g =e, (M0d.#), pıg’ =0 (mod.M“="), 





ergiebt sich 
p=0 (mod.9°), |g’|=0, aa):,R6. 


BP) o<n— w+to. 


Ist 7 ungerade, also n„<o+Ö, so ist zu setzen p = Hp," = HU Igq!, 
wodurch die Congruenzen sich redueiren auf 
ed g+tagg, =O (mod. Mur), 
gta, He rag =0O (mod. HM"); aa,g, = e, (mod.®), 
Pıqı —() (mod. =»); 
daher müsste sein | =0, pr =0 (mod. H«@) !==0 (mod.#), und die 
zweite Congruenz gäbe g==0 (mod.#) gegen die Voraussetzung über p, q, 
q,g. Also kann n nur gerade sein und es ist zu setzen: 
p=@"p, g’= Mutdg!, 
wodurch man die Congruenzen erhält: 
He Ddn,g+tagqı = 0 (mod.HUe=m), 
—pg+a, He dgg, == 0 (mod.6”), 
pıqı 0 (mod. HW=), 
pi+aa) 0°+’"g” — e, (mod.®). 
Ist n<o-+Jd, so muss demnach gesetzt werden: 


! 


IPı| = 0, 91 = 0, q Zu a " gi ia eg 


Hierdurch redueirt sich aber, wenn n7 > 2», die erste Congruenz auf 
pıgta® rag; = 0 (mod.Hi7=o), 
was unmöglich ist. Daher muss n< 2» sein. Dann fällt diese Congruenz 
weg und die zweite giebt , =(0 (mod.#”-°-»), Man erhält also die Be- 
dingungen 
pi=!n, \g=0, !=Eg’=O (mod.i”), RO. 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 3. 27 
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Ist „= +0, so erhält man neben der vorigen Auflösung noch eine 
andere aus der Annahme |g’|=0, aus welcher folgt p, = 0 (mod. +9), 
Für p, = +9, bleiben dann noch die Congruenzen 

Hpgtaggı =0, —pg +a,ggı = 0 (mod. won), 
aus denen folgt 
p==g =0 (mod. Hemd), 
und hieraus folgen die Bedingungen: 

p=0 (mod.+N), |g|=0, gq’=0 (mod.0°), aa):,R0,. 

Y) o+I<nZ2m+l, 

Ist 7 ungerade, so ist zu setzen 


n — Hut), ' _ Al7-o—d-+1) „' " _ Aı-w) a: 
p=6 pP, = Mu engl 0 


) )) 


wodurch man die Congruenzen erhält: 


(4.) Hr gtagigqı = 0 (mod. MD), 
(q..) dp, + a, tern gg = 0 (mod. Mo+d), 
(a! \ 7 No +s— 2 fan 
(4 .) pıqı ta, HT gg, = 0 (mod. eV), 
(£,.) aa, Gr +aa,g” = &, (mod.0). 


Ist n<20+0d, also © >2, so widersprechen sich die Congruenzen (q.), 
(9.), (&.); daher muss n=2o®-+d sein. Dann folgt aus (q’.) und (q”.) 
zunächst 
q: - qı Zn (0 (mod. Oo), 
und wenn man 
' PR ' 7 YUo—1) 
qı u H3(® m, g: — 9» I; 


setzt, so bleiben noch die Congruenzen: 


gap ta0” dig) = 0 (mod. A'-»), 
-dgpı+a,gg. = 0 (mod.ie+), 
a,(a,g +a0”"'g) = &, (mod.®). 
Aus den beiden ersten folgt 
pı==0 (mod. A’), G==0 (mod.+»); 
somit ist 
a,0,qg = &, (mod.P®), 

und man erhält die Bedingungen: 


p = 0 (mod. +), \g|=0, g = 0 (mod.9°), g’=0 (mod.0°*?), a)a's,R0. 
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Ist 7 gerade, also »+d+2 <n = 20+d—1, m >2, so ist zu setzen: 
p=Brp, d=0, amd, gg, 


wodurch man zunächst die Congruenzen erhält: 


(9.) npgtaqgı = 0 (mod. Mi’), 
(q'.) 9 t+ a, =, (mod. +9 
(q".) pıqı ta) HFo+n ug = (0 (mod.9@=®), 
(€,.) pı+taa,g, = &, (mod.®). 
Wollte man |g,|=0 setzen, so müsste nach (q'.) pı =0 (mod. ++) sein, 


was mit (q‘.) im Widerspruche steht. Daher muss p,' =(0 sein, und man 
hat zu setzen: 
q, Sbches Q,@o+9-H D, q\ 22 Q,2w+d—1 gs. 


/ 


Dann erhielte man, wenn 7 > 2», aus (q.): 
pigta@ Hm GE = 0 (mod.Mr”), 


was unmöglich ist. Daher muss 7 < 2» sein. Dann fällt (q.) weg und 
es bleiben die Congruenzen 


pi + Ne! = 0 (model) 
pıg, ta, MH = 0 (mode), 
pı = &, (mod.9), 
aus welchen folgt: 
= 0 (mode), = 0 (mod. Meer) 


so dass man schliesslich die Bedingungen erhält: 


! 


p|=In, Id=0, gq q ==0 (mod.93”), &,R6. 

Es ergiebt sich also, dass n für ungerade », d einer geraden Zahl 
zwischen Null und 2» (inelus.) oder einer der Zahlen »®, &+Jd, 20+.0J gleich 
sein muss. Genau dasselbe Resultat findet man aber auch, wenn w», Öd 
nicht beide ungerade sind. Um Raum zu sparen, unterdrücke ich die übrigens 
analoge Discussion dieser Fälle und beschränke mich darauf, die Resultate 


(für n >0) hier noch einmal übersichtlich zusammenzustellen: 
r \ „ / AN 
o=0, 00; Bedingung: n=0d, p=gq 0 (mod.#°); 
®>0, d=0; Bedingungen: 


a) n gerade, O<n<2uw, p=In, qg=0,q q 0 (mod.#3”), &,R6: 
b) n=w, p==0 (mod.#®); 
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eo) n=im, p=gd=g'=0 (mod.4°), |g|=0 [und wenn 9=3, 
a,a, =2 (mod.3), ausserdem: &,N3]. 

»—>0, 0>>0; Bedingungen: 
a) n gerade, O<n< uw, pl=4n, \g=0, !=Eg'=0 (mod.0%”), &,R$; 
b) „=w, p=0 (mod.°), |d’|=0, aa)e,R$; 
ec) n=wH+l, p=0 (mod.9°+), |d|=0, g’=0 (mod.#°), aa) :,R$; 
d) n=2w+Jd, p=q'=0 (mod.-+), |g)=0, !=0 (mod.0”), a)a):,R6. 

Bemerkung. Genügt ein Werth für 7 zwei Bedingungen dieser Tafel, 
so sind beide Annahmen zulässig. Wenn z. B. » gerade und > 0, d > ist, 
genügt der Werth n= w den Bedingungen a) und b) zugleich, und es kann 
daher sowohl |jpli=4» als p=0 (mod.#”) gesetzt werden. Ob die Glei- 
chung p—2F(g, g,q') = e unter den aufgestellten Bedingungen (für sämmt- 
liche Primfactoren # von 425) immer auflösbar sei, muss vorläufig dahin- 
gestellt bleiben. 

Was den Factor o anbetrifft, so kann derselbe offenbar beliebig 
—= +1 oder +2 genommen werden, für o= +4 jedoch müssen, wenn die 
Form f so transformirt vorausgesetzt wird, dass a, a’, a’ ungerade, b, b', b" 
gerade sind, p, g, g, g' sämmtlich ungerade sein, und für die Auflösbarkeit 
der Gleichung (Il.) unter dieser Bedingung ist dann nothwendig, dass 2A, 
2A, 2A" sämmtlich von der Form 4»+3 sind (Bachmann a. a.O.). Mit 
diesen zusammen reichen dann die Bedingungen der obigen Tafel auch hin, 
die Substitutionscoefficienten ganzzahlig zu machen. 


Zürich, November 1893. 











Zur Integration der Differentialgleichungen erster 


Ordnung mit unbestimmten Coefficienten. 
(Von Herrn @. Bohlmann.) 


Di. in neuerer Zeit vielfach behandelte Differentialgleichung: 


ET d fi EN N 2 \ > 
(#.) = met e) grey Hmle):Y 


dx 


zeigt bekanntlich ein Verhalten, durch welches sie sich von den ihr analogen, 
einfacheren Differentialgleichungen: 


7! dy f .a\ 
a Ir 7 ee), 
PET dy | N 
(2..) Zu ee) +N(E).Y, 
' dy / 2 
3.) Ir 7 Wa) rm) yrree).Yy, 


erheblich unterscheidet. Einmal ist sie nicht eine „Transformirte“ der 
linearen Differentialgleichungen höherer Ordnung in dem Sinne, in welchem 
Vessiot jenen Begriff aufgestellt hat”), sodann gehört sie auch nicht zu der 
von Fuchs*”) charakterisirten Klasse von Differentialgleichungen mit festen 
Verzweigungspunkten. Daher scheinen weder die Theorie noch die Methoden, 
welche Fuchs für die linearen Differentialgleichungen höherer Ordnung ge- 
schaffen hat, auf sie ohne erhebliche Modificationen anwendbar zu sein. 
Neben diesen beiden Punkten ist aber noch ein drittes Moment von grosser 
Wichtigkeit, welches die Typen (1'.), (2'.), (3'.) nicht nur von der Gleichung (4.), 
sondern überhaupt von allen anderen Differentialgleichungen erster Ordnung 





*) Vessiot, Sur l’integration des equations differentielles lineaires, Annales de 
l’Ecole Normale Superieure 1892. — Die Arbeit ist auch separat erschienen als „I 
These“ Paris, Gauthiers-Villars 1892. 

**) Fuchs, über Differentialgleichungen, deren Integrale feste Verzweigungspunkte 
besitzen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 26. Juni 1894. 
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scheidet, welche von den genannten drei wesentlich verschieden sind. Dieses 
betrifft die Integration einer Differentialgleichung für Coefficienten 7, welche 
unbestimmte Funetionen von = sind, und zwar handelt es sich, kurz gesagt, 
darum, ob eine solche Integration überhaupt immer möglich ist. Die Be- 
antwortung dieser Frage macht den Inhalt unserer Arbeit aus. Sie gelangt 
zu dem hesultate, dass es im wesentlichen nur die Fälle (1'.), (2'.), 8.) 
sind, bei welchen eine solche Integration für unbestimmte Coefficienten ge- 
leistet werden kann. Ehe wir jedoch das Problem in Angriff nehmen 
können, müssen wir es vor allen Dingen erst präcis fassen. 


(renaue Formulirung des Problems. 


Wir gehen zunächst von bekannten Fällen, nämlich von den 
Gleiehungen (1'.), (2'.), (3.) aus. Von ihnen weiss man ja längst, dass 
ihre Integralgleichungen die Form haben: 


(1.) y-Hu,(z) = Const., 
(2.) u,(z).y+u,(z) = Uonst., 
(3.) um). ytwle) _ Const., 


u,(2).y+u,(z) 
wobei (r) die Integralgleichung von (r’) ist (r=1, 2, 3). Für eine be- 
stimmte Wahl der Funetionen 7 der Differentialgleichung (r') werden die 
« der Integralgleichung gewisse Functionen von x. Aendert man die 
Functionen n in der Differentialgleichung (r'), so ändern sich auch die 
Funetionen # in der zugehörigen Integralgleichung (r), dagegen bleibt die 
linke Seite derselben in ihrer Abhängigkeit von y ungeändert. Wie also 
die rechte Seite der Differentialgleichung (r') als Function von y voll- 
kommen bestimmt ist, so ist auch die linke Seite der zugehörigen Integral- 
gleichung (r) eine wohl bestimmte Funetion der Variabeln y, und wie die 
Ooefficienten 7 der Differentialgleichung (r') unbestimmte Functionen von x 
sind, so sind auch die Coefficienten « der zugehörigen Integralgleichung (r) 
unbestimmte Funetionen von x. Sind die 7 irgend vorgeschriebene Functionen 
von x, so bestimmen sich praeter propter die #*) und umgekehrt, sind die 
a der Integralgleichung (r) irgend vorgeschriebene Funetionen von z, so 


*) Nämlich abgesehen von unwesentlichen Constanten. In (3.) bestimmen sich der 
Natur der Sache nach nur die Verhältnisse. der «. 
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bestimmen sich aus ihnen die 7 der zugehörigen Differentialgleichung (r'). 
Die 7 und a sind nämlich durch folgendes Gleichungssystem (r‘) verbunden 
F=1,2,3): 


a 2 ! 
(1 s) n=— Us 
u u; 
»)a 0) 1 
> L N, — u — = n 
(2*.) lo Mm PaE 
! ! ! ! 
| u u, —u,u, uU, —U,u, 
n.=— ’ n=— 
uU, —U,U, u, U, —Uu,Uu, 


(8) 


' ! l ! r ! 
(uU, —u,u,)+(u, u, —u,u,) 
u U,—U,U, 





n,= 


Dasselbe ergiebt sich einfach durch Differentiation der Integralgleichung (r) 


. u“ 
und Vergleiehung des so für Fr erhaltenen Ausdrucks mit der rechten 


Seite der vorgeschriebenen Differentialgleichung (r'). Das System (r*) ist 
ein gewöhnliches Gleichungssystem für die 7, ein System von Differential- 
gleichungen erster Ordnung für die w, und seine Form bürgt dafür*), dass 
— wie auch die « als Functionen von x gewählt sein mögen — sich ein 
System zugehöriger Functionen 7 ergiebt und — wie auch die 7 gewählt 
sein mögen — ein System zugehöriger Functionen «. Die Integralgleichung 
(r) umfasst daher unter den zu ihr gehörigen Differentialgleichungen (r") 
jede beliebige der Form (r’), aber auch nur solche dieser Form. Wir sehen 
also, dass die Fälle (1'.), (2'.), (3'.) folgende Eigenschaft haben: 

„Dieht man die rechte Seite der vorgelegten Differentialgleichung (r') 
als eine bestimmte Function von y an, deren Coefficienten 7 irgend welche 
unbestimmte Funetionen von x sind, so ist die zugehörige Integralgleichung 
eine bestimmte, angebbare Function von y, deren Üoeffieienten « aber un- 
bestimmte Funectionen von x sind, die sich aus den 7 berechnen lassen. 
Dabei ist es immer möglich, die unbestimmten Functionen a (bezw. n) so 
zu wählen, dass die 7 (bezw. a) irgend vorgeschriebene Functionen von & 
werden.“ 

Es empfiehlt sich, der Kürze wegen folgende Ausdrucksweise ein- 
zuführen: 


Definition 1. Es sei: 
d \ 
(H.) Te = Hy; nu N +. 9) 


irgend eine Differentialgleichung, deren rechte Seite eine fest gegebene 


*) Vergl. die Anwendung des Satzes 2° im folgenden Abschnitt 2, No. 5. 
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Funetion ihrer s+1 Argumente 


Y, N + Mm 
ist. Dabei sollen 


Man) = n(le) 

unbestimmte Functionen von x bedeuten, die auch an einander durch keine 
Bedingungen gebunden sind*). Besitzt nun erstens die Differentialgleichung 
(H.) eine Integralgleichung: 

(2) 2x, y; u, .--,%) = Const., 
deren linke Seite auch für unbestimmte, „unabhängige“ n eine feste, gleich- 
zeitig mit H angebbare Function 2 ihrer r+2 Argumente: 

7, Y% Un nn U 

ist, während die « unbestimmte Functionen von x bedeuten, und kann man 
zweitens durch passende Wahl der Functionen (x) die Gleichung (2.) zur 
Integralgleichung jeder beliebigen Differentialgleichung der Form (H.) 
machen, deren Coefficienten 7 beliebig vorgeschriebene Functionen von z 
sind, so sagen wir: 

„Die Differentialgleichung (H.) lässt sich für unabhängige, unbe- 
stimmte Coefficienten n integriren,“ 
oder auch: 

„Die Differentialgleichung (H.) besitzt für unabhängige, unbestimmte 
Coefficienten 7, eine Integralgleichung.“ 

Eine Gleichung: 

2 = Const. 

kann ferner so beschaffen sein, dass die aus ihr durch Differentiation hervor- 
gehende Gleichung nicht nur die Gleichung (H.) ergiebt, sondern auch noch 
andere Differentialgleichungen; sie kann auch so beschaffen sein, dass sie, 
differentürt, nur einen Theil derjenigen Differentialgleichungen ergiebt, die 
aus (H.) entstehen, indem man die 7 allen möglichen Functionen von x gleich 
setzt. In beiden Fällen betrachten wir (£2.) nicht als wirkliche Integral- 
gleichung von (H.), sondern definiren: 

Definition 2. „Die Gleichung (£2.) heisst dann und nur dann die Inte- 
gralgleichung der Differentialgleichung (H.), wenn sie differentiirt alle, aber 
auch nur diejenigen Differentialgleichungen ergiebt, welche aus (H.) hervor- 
gehen, indem man die n7 gleich allen möglichen Funetionen von = setzt.“ 


*) d.h. die n sollen „unabhängig“ sein im Sinne der No. 2 des folgenden Ab- 
schnittes 2. 
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Demnach können wir behaupten: 

„Die drei Differentialgleichungen (r’) lassen sich für unbestimmte, 
unabhängige Coefficienten 7(z) integriren, und zwar ist (r) die zur Differential- 
gleichung (r) zugehörige Integralgleichung.“ 

Da nun hinsichtlich der Frage, wann sich Differentialgleichungen 


I. 


für unbestimmte, unabhängige Coeffiecienten integriren lassen, die Fälle (r'), 
(r= 1, 2, 3), unser einziges Erfahrungsgebiet bilden, so hat man wohl bisher 
stillschweigend als selbstverständlich angenommen, dass eine jede Differential- 
gleichung (H.) sich für unbestimmte, unabhängige Coeffieienten 7) integriren 
lässt. Daher hat man denn auch bei der Differentialgleichung (4'.) und in 
verwandten Fällen*) sich bemüht, eine solehe Form wirklich aufzufinden. 
Aber eine Integralgleichung für unbestimmte, unabhängige Coeffieienten, 
welche wirklich den Anforderungen entspricht, die man an eine eigentliche 
Integralgleichung zu stellen hat, — in dem vorher festgesetzten Sinne 

ist bisher nicht gefunden worden. Im Gegentheile ist man schliesslich immer 
auf Bedingungsgleichungen geführt worden, die zwischen den Coefficienten 7 
der Differentialgleichung bestehen müssen, damit man unter diesen speciellen 
Bedingungen eine Integralgleichung aufstellen kann. 

Es erscheint also vor allen Dingen erforderlich, zu prüfen, ob überhaupt 
jede Differentialgleichung (H.) mit unbestimmten Coeffieienten 7 für unab- 
hängige, unbestimmte 7 eine Integralgleichung besitz. Um dies zu ent- 
scheiden, stellen wir uns das folgende Problem: 

Problem: „Alle diejenigen Differentialgleichungen erster Ordnung 
sollen angegeben werden: 


d 
(H.) —— = BQ; m m) 


bei welchen H eine gegebene Function von y ist, deren Coeffieienten 7 un- 


bestimmte, unabhängige Funectionen von x sind, und welche für unabhängige, 
unbestimmte n eine Integralgleichung besitzen: 


(2.) sl, 4; 4, #5, ...) = Oönst., 
deren linke Seite eine feste, gleichzeitig mit H angebbare Funetion ihrer 
Argumente ist. Dabei sollen die « wieder unbestimmte Funetionen von x 
bedeuten.“ 


*) Hinsichtlich der hierhergehörigen Litteratur vergleiche man die Arbeit von 
Häntzschel, dieses Journal, Band 112. 
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Die Lösung dieser Aufgabe wird aber nur dann eine präcise sein 
können, wenn wir hinsichtlich der Functionen H, welche vorgeschrieben 
und der Funetionen (2, welche gefunden werden sollen, nur solche zu be- 
trachten uns bescheiden, welche mit den bisherigen Mitteln der Mathematik 
behandelt werden können und welche noch im Gebiete unserer funetionen- 
theoretischen Erfahrungen, nicht aber ausserhalb oder auf der Grenze des- 
selben liegen. Wir halten es deshalb für nothwendig, vorauszusetzen, dass 
einmal F eine analytische Funetion seiner Argumente bedeutet — eine Be- 
schränkung auf algebraische Funetionen H würde im vorliegenden Falle 
nicht zweckwmässig sein — sodann aber, dass (2 eine endliche Anzahl von 
Argumenten enthält: 

RT TE? PB © 

ferner soll (2 eine analytische Function dieser Argumente sein und endlich 
sollen die z,, ..., a, unbestimmte Funetionen von x bedeuten. Diese brauchen 
jedoch nicht unabhängig zu sein, sondern wir wollen ausdrücklich zulassen, 
dass sie unter einander durch Differentialgleichungen Oter oder irgend einer 
Ordnung verbunden sein können; nur dürfen natürlich diese Differential- 
gleichungen y nicht enthalten und ferner darf ihre Zahl nur so gross sein, 
dass nicht alle # zu festen Funcetionen von x werden. In diesen Fest- 
setzungen ist offenbar der Fall mit eingeschlossen, dass in der Integral- 
gleichung eine gewisse Anzahl unabhängiger « nebst ihren Ableitungen 
bis zu einer endlichen Ordnung vorkommen. 

Da jedoch 42 nur eine endliche Anzahl von Argumenten enthalten 
soll, so ist jedenfalls ausgeschlossen, dass es zwar eine endliche Anzahl 
der a, aber auch noch ihre Ableitungen bis zu unendlich hoher Ordnung 
enthält, ohne dass es möglich wäre, die Integralgleichung in eine solche 
Form zu setzen, dass die linke Seite wieder nur eine endliche Anzahl von 
Argumenten aufweist. Es ist allerdings nicht zu vergessen, dass gerade 
derartige unendliche Reihen, welche nach Ableitungen unbestimmter Funetionen 
fortschreiten, eine wichtige Rolle bei dem Problem der Integration von 
Differentialgleichungen für unbestimmte Üoeffieienten spielen können. In- 
dessen ist eben, solange man über die Bedeutung solcher Ausdrücke nichts 
weiss, eine derartige Integration wenn auch vielleicht möglich, so doch 
werthlos und, wenn man in letzter Zeit auch von verschiedenen Seiten mit 
der Behandlung von Reihen, welche nach Ableitungen unbestimmter Functionen 
fortschreiten, begonnen hat — so implieite in der Theorie der unendlichen 














Bohlmann, zur Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung. 213 


« 


Determinanten“) — so sind doch die an sich sehr werthvollen Ergebnisse 
vorläufig so wenig vollständig, dass wir wohl berechtigt sind, solche Ge- 
bilde noch auf die Grenze unseres bisherigen mathematischen Erfahrungs- 
gebietes zu verweisen und demgemäss prineipiell aus den Betrachtungen 
dieser Arbeit auszuschliessen. 

Wir halten also an unseren oben aufgestellten Beschränkungen des 
Problems fest und fassen dieselben so zusammen: 

Beschränkungen des Problems. „In der Differentialgleichung (H.) soll 
H eine analytische Function seiner Argumente bedeuten, die linke Seite der 
Integralgleichung (42.) soll nur eine endliche Anzahl von Argumenten ent- 
halten und eine analytische Function derselben sein; für die « der linken 
Seite ist jedoch eine Verbindung durch Differentialgleichungen zulässig. 
Diese müssen aber frei von y sein und müssen mindestens eines der # noch 
eine unbestimmte Funetion von x bleiben lassen.“ 

Durch diese Festsetzungen hat unser Problem einen bestimmten Sinn 
erhalten. Die folgenden Untersuchungen lösen dasselbe und gelangen zu 
dem Resultate: 

Theorem. ,‚,Die einzigen Differentialgleichungen, welche sich für un- 
abhängige, unbestimmte Coefficienten durch analytische Functionen von y und 
einer endlichen Anzahl anderer Argumente integriren lassen, sind die drei 
Typen (1'.), (2'.), (3.) und alle diejenigen, welche aus ihnen hervorgehen durch 
die Substitution: 

yı = v(y), 


in welcher ıw eine beliebige Function bedeutet.‘ 

Mithin ist die Vermuthung, dass eine Integration für unbestimmte 
Coefficienten bei jeder Differentialgleichung und im besonderen bei der 
Gleichung (4) oder verwandten möglich ist, nicht bestätigt, so lange man 
der Integralgleichung die oben angeführten Beschränkungen auferlegt. Diese 
sind aber nothwendig, wie uns scheint, solange wir uns auf dem Boden 
unserer bisherigen Erfahrungen bewegen. 

Um unseren Satz zu begründen, sind einige Betrachtungen über un- 
bestimmte Functionen im allgemeinen anzustellen, deren Ergebnisse zwar 
vorherzusehen sind, deren Ableitung aber doch zur Begründung des Fol- 


*) Man vergl. hierzu z. B. die grundlegende Arbeit: Helge von Koch, sur les deter- 
minants infinis. Acta mathematica Bd. 16. wo sich auch weitere Litteraturnachweise finden. 
28 * 
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genden unentbehrlich erschien. Diese vielleicht auch an sich nicht un- 
interessanten Untersuchungen bilden den Abschnitt 2. Im dritten Abschnitte 
werden dieselben auf unser Problem angewandt. 

Es zeigt sich dabei, dass der Ziesche Begriff der continuirlichen 
Transformationsgruppe*) für unsere Aufgabe von entscheidender Bedeutung 
wird. Diese redueirt sich nämlich einfach auf eine Frage, welche der 
Theorie der endlichen eontinuirlichen Gruppen angehört und die bereits vor 
einigen Jahren von Lie selbst vollständig erledigt ist. War dies einmal 
erkannt, so bedurfte es nur der Uebertragung der Resultate Lies auf unseren 
Fall, um zu der vorher angegebenen Lösung unseres Problems zu gelangen. 

Wir wollen nur noch hinzufügen, dass wir uns hinsichtlich der Be- 
seichnungsweise soweit als möglich an diejenige Lies anzuschliessen suchten, 
wie dies auch bisher bereits geschehen ist. Diese ist eine consequente und 
einheitliche eigentlich für alle Differentialgleichungen; es dürfte also dem 
Verständnisse und der Verständigung nur zugute kommen, wenn sie in Zu- 
kunft allgemein angewandt würde. 


> 


[Z 


Unbestimmte Functionen einer Veränderlichen. 


Die unbestimmten Funectionen oder — wie wir sie zuweilen auch 
der Kürze halber werden nennen müssen — die „Unbestimmten“ zeigen 
ein den Variabeln analoges Verhalten. Der Begriff der unbestimmten Func- 
tion ist jedoch ein allgemeinerer, welcher in gewisser Weise den der 
Variabeln in sich enthält. | 

1. Wir beschäftigen uns hier nur mit unbestimmten Functionen 
einer Veränderlichen und bezeichnen sie durch: 

u= ul), 
ihre Ableitungen nach z deuten wir durch Accente an: 
v“orle, Paula) 
Ist x, ein beliebiger, aber fester Werth von x, so kann man immer Func- 
tionen # (z. B. ganze rationale) bilden, so dass für e=xz, die u, w, 
beliebig vorgeschriebene Werthe annehmen: 


„=uln), Ware), --,; Dun). 


*) Lie, Theorie der Transformationsgruppen I, Leipzig 1388. — Die Definition der 
„Gruppe“ findet man auf den ersten Seiten. 
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Dies gilt, wie gross auch die Ordnungszahl A sein mag. So ist ja 


fa) = & 


 % a! 


eine solche Funetion. Eine unbestimmte Function ist also dadurch gewisser- 


(@) 
u ” 
—! (2—£,) 


massen definirt, dass die zu einem festen Werthe x, von 2 gehörigen 
Werthe ihrer Ableitungen: 
A 
unabhängige Variable sind. Daher kann eine unbestimmte Funetion niemals 
Integral einer Differentialgleichung irgend einer endlichen Ordnung sein. 
Wir nennen deshalb eine Gleichung: 

G(z; u, wW,...., u®) = 0 
eine Identität für eine unbestimmte Function « von x, sobald sie eine 
Identität ist, wenn man sämmtliche Grössen 

Bei 
als unabhängige Variable betrachtet. 


Sind zwei unbestimmte Functionen a, ve derselben Variablen z dureh 


eine Differentialgleichung an einander gebunden, 
Kae u. et, NM) et), 


welche keine Identität ist, so kann man alle Argumente bis auf eines, 
welches in @ aber auch wirklich vorkommen muss, als unabhängige, jenes 
eine als von diesen abhängige Variable betrachten. 
2. Wir nennen r unbestimmte Funetionen einer Variablen x: 
at, 70, 
von einander unabhängig, wenn — wie gross auch die Ordnungszahl 4 
sein mag — 


a 


unabhängige Variable sind. r unabhängige unbestimmte Functionen sind 
daher niemals durch eine Differentialgleichung irgend einer endlichen 
(inel. Oter) Ordnung verbunden. Was man unter einer Identität zwischen 
r unabhängigen, unbestimmten Funetionen zu verstehen hat, ist nach dem 
Vorhergehenden selbstverständlich. 

3. Eine Function von x, den « und ihren Ableitungen bis zur Aten 


Ordnung wollen wir eine „Differentialfunction”) Ater Ordnung‘ der # nennen 


*) Vessiot schlägt einfach „Function“ vor. a.a. 0. Für unsere Bezeichnungsweise 
können wir die Autorität Lagranges anführen, welcher sie in ganz ähnlichem Sinne in 
seiner Mecanique analytique I, #*"° section, pag. 77 gebraucht. 
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und sie bezeichnen durch: 


Pa, u. WE EI ET, 
Also ist 
FE >40 Ch 
eine gewöhnliche Funetion der a, welche jedoch in den Coeffieienten noch 
die Variable x enthalten darf. Soll die Ordnung nicht näher angegeben 
werden, so schreiben wir: 


! ! ! 
Pins ein Br ea en 
Natürlich giebt es auch Differentialfuncetionen unendlich hoher 
Ordnung; z. B. ist eine der einfachsten: 


AM 3 
e” / eude = 3, (—1)u). 


« 


Br 
Solche bleiben jedoch im Folgenden ganz und gar ausser Betracht. 
4. Mit Hülfe von Differentialfuncetionen endlicher Ordnung kann 
man r unabhängige Unbestimmte: 
U ee 
in s neue Unbestimmte 
u RE 
transformiren: 
0, © EL 240 0): (a=1,...,0) 


Ist 4 dabei die Ordnung der höchsten Ableitung der «, welche in 
den s Differentialfunetionen f vorkommt, so nennen wir die Transformation 
eine solche Ater Ordnung und schreiben sie in der Form: 

(f.) 0 Erf (a=1,...,) 

Besteht zwischen x, den s Unbestimmten ® und ihren Ableitungen eine 
Identität, und werden an Stelle der vo aus (f.) die « eingeführt, so bleibt 
die Gleichung eine Identität auch für die «. Umgekehrt, wenn eine Identität 
zwischen den Unbestimmten a diese nebst ihren Ableitungen nur in den 
durch (£.) definirten Verbindungen enthält: o,, ©, ..., ®,, so bleibt die Glei- 
chung auch eine Identität für die v. 

Für uns handelt es sich jetzt hauptsächlich darum, zu entscheiden, 
wann die r unabhängigen unbestimmten Functionen « durch die 'Transfor- 
mation (f.) wieder in unabhängige unbestimmte Functionen v» übergeführt 
werden und wann auch bei unabhängigen a durch die specielle Natur der 
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Transformation (f.) sich für die oe Differentialgleichungen (inel. Oter Ord- 
nung) ergeben. 
Wir begreifen unter dem Worte „Differentialgleichungen“ im Folgenden 
auch die gewöhnlichen Gleichungen als Differentialgleichungen Oter Ordnung. 
5. Wenn sich aus den Gleichungen: 


(f.) A 3, ir 1 


Differentialgleichungen zwischen den » ergeben, welches auch die «» für 
Funetionen von x sein mögen, so sei die Differentialgleichung niedrigster 
Ordnung, welche in dem Systeme vorkommt, von der «ten Ordnung. Als- 
dann müssen sich aus dem Systeme von s(z+1) Gleichungen: 





. \ 
®5 = Fi; (u . u. U,)is (a En $) 
ER / \ up en‘ I x Od, ya+ 
V, ae faı (%, en H,)i “ Pa (, ro... U,); .r - (4) y . 
OU7 
.r 7 00, 
„(2) —— r N in \ l v 5 (4- ) 
(di .) ‚2 FE: [2 (u, u00-—g U.) +2 Ft PU, Yy,99 U,)) +1 j = 7 Das +1) u; ’ 
4 p „ir 1) 
En Be f x’ nr. (A+x) 
®. FAR" ...,. U,)1+x = Gux LE 004 ih 2; ER 27 "U; " 


welches aus (f.) durch x-malige Differentiation entstanden ist, alle r(A+2+1) 
Grössen « für z= u eliminiren lassen, während dies für z= u—1 jedenfalls 
nicht möglich ist. 

I. Ist nun zunächst s>[r, so lässt sich eine solche Zahl « immer 
finden. Bestimmen wir nämlich eine Zahl v so, dass: 

sv+1D)—r(i+r+1) >0, 
d. h.: 
r+ 


v+1 >> 


u A 


[ r) ] 
y 
s—r. 


ausreicht, so lassen sich aus dem durch v-malige Differentiation gebildeten 
Systeme (f.) sicher alle  eliminiren, und daher kann die Zahl « die Zahl v 
nicht überschreiten. Wir haben also: 


wird, wozu 


Satz 1. Werden r unabhängige Unbestimmte «,,..., #, in s>r neue 
Unbestimmte v,, ..., v, transformirt vermöge der Gleichungen: 


(f.) = f. (u, ... U,)2 
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so folgen zwischen den » Differentialgleichungen, und zwar ist mindestens 


a i Pr r) 
eine derselben von nieht höherer als |- 


| -ter Ordnung. 


Il. Ist dagegen s<r, so wird immer: 
s(z#+b)—r(i+z2+1) > 0 | 
sein, d. h. die Anzahl der « übertrifft immer die der Gleichungen, wie gross 
auch die Ordnung x gewählt werden mag. Im allgemeinen werden daher, 
wenn sr, aus (f.) keine Differentialgleichungen zwischen den o folgen: 
es kann sich jedoch ereignen, dass die « nur in einer geringeren Anzahl 
von Verbindungen in den f, vorkommen und es werden auch für sr sich 
für die oe Differentialgleichungen aus (f.) ergeben, wenn die sämmtlichen 

Determinanten s(«-+-1)-ter Ordnung der Matrix 


Bi a=l „u, Bel. 
M e ( ul? ) ae u £ ) 
ou‘) a’: our, =, „ „ArTrH 


identisch verschwinden. Dabei sollen die r(A+u+1) Horizontalen der 
Matrix M, dadurch gebildet werden, dass «', 5 alle angegebenen Werthe 
durchlaufen, während die s(«+1) Verticalen durch Variation der «, 9 ent- 
stehen. Unserer Voraussetzung gemäss soll « die niedrigste Zahl bedeuten, 
für welche die angegebenen Determinanten verschwinden, für «+1, u+2,... 
sind dann die analogen Determinanten der Matrices M,;.„, ... von selbst 
Null. Für « lässt sich eine obere Grenze angeben. Wir werden nämlich 
später zeigen (No. 9 dieses Abschnittes), dass die v sich als Differential- 
funetionen von höchstens s—1 unabhängigen Unbestimmten darstellen lassen, 
wenn aus (f.) Differentialgleichungen zwischen den v folgen. Es sei s—o 
die wirkliche Zahl jener unabhängigen Unbestimmten, sodass 0 —1 ist. 
Denken wir uns diese an Stelle der « in (f.) eingeführt, so sind wir wieder 
bei dem Falle I angelangt, in welchem s >r ist; indem nun r den Werth 
s—o hat. Demnach wird « die Zahl 


eA-IG- 

e g j 

nicht übersteigen können. Diese erreicht aber ihr Maximum für o=1, 

nämlich (s—1)A, welches wir mit «, bezeichnen wollen. Wir haben also: 
u (s-lV)ı= u, 

Es werden also sicherlich alle Determinanten s(«,+1)-ter Ordnung der 

Matrix M,, identisch verschwinden, wenn zwischen den ® Differentialgleichun- 
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gen bestehen und umgekehrt, wenn alle Determinanten s(u,+-1)-ter Ordnung 
der Matrix M,, identisch verschwinden, so bestehen eine oder mehrere 
Gleichungen Oter oder höherer Ordnung zwischen den v. Wir haben also 
folgendes Kriterium gewonnen: 

Satz 2. „Ist s<r, so werden in dem Systeme 


(f.) BE Pollen 0 0 04" Mia Pe en 
welches die r unabhängigen Unbestimmten « in sr neue ® transformirt, 
diese »o ebenfalls unabhängig, wenn nicht alle Determinanten s(u,+1)-ter 
Ordnung der Matrix: 


O0(#) 3 | 
M,, = (gun SE ee PR 
identisch verschwinden. Dabei ist zur Abkürzung gesetzt: 
u, = (s—-1)4" 
Wir führen nun die Definition ein: 
Definition 3. Der Fall, dass nieht alle Determinanten s(u,+ 1)-ter 
Ordnung der Matrix M,, identisch verschwinden, soll der „allgemeine“ heissen. 
Dann können wir den Satz aussprechen: 
Satz 2°. „Ist s<r, so werden in dem Systeme: 


(f.) 0 Lola ion Bells (a=1,.. 0) 

im allgemeinen die vo unabhängige Unbestimmte sein, wenn es die « sind.“ 

Handelt es sich nur darum, nachzuweisen, dass in einem gegebenen 
Falle die sr Grössen e, in welche die r unabhängigen Unbestimnten « 
durch das System (f.) transformirt werden, von einander unabhängig sind, 
so lässt sich das Kriterium des Satzes 2. durch ein einfacheres ersetzen, 
welches für die Praxis häufig ausreicht. Es lautet: 

Satz 2°. „Werden die r unabhängigen Unbestimmten «,, ..., a, durch 
die Transformation: 

(f.) = fl. 5 &)n (a=1,..., 5) 
ins<_r neue Unbestimmte © transformirt, so sind diese jedenfalls dann 
immer von einander unabhängig, wenn nicht alle Determinanten ster Ord- 
nung der Matrix: 


4 OD, j (oe 1, su. 4 
M, BETEN (=) \7=- 
identisch Null sind.“ Denn da zufolge der Gleichungen (f‘.) 
Od, oo), or? r ae 
— or Sr Sn = u 8 W. ad. nf. 
ou S ’ ou ae ou G er. 
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wird, so lassen sich die ersten s Gleichungen des Systems (f’.) nach s der 
a, die nächsten s nach s der a’*+", u. s. w. ad. inf. auflösen. Mithin lassen 
sich die « niemals aus dem Systeme (f'.) eliminiren, wie gross man auch 
die Zahl x wählen mag. Hiermit ist unser Satz erwiesen. 

Anwendung. Wir hatten in dem ersten Abschnitte behauptet, dass 
die unbestimmten Funetionen 7, welche durch das System (r*) (r=1, 2, 3) 
— wie wir jetzt sagen können — als Differentialfunetionen der « definirt 
wurden, bei passender Wahl der « gleich jeden beliebigen vorgeschriebenen 
Funetionen von x werden könnten. Wir haben dies dort als allgemein 
bekannt vorausgesetzt; durch unseren letzten Satz 2° lässt sich dies aber 
auch sehr einfach beweisen. Betrachten wir in der That beispielsweise das 
System (3°), welches die Systeme (1'.), (2°) als specielle Fälle umfasst, 
so war dies ja: 











! ! ! ! 
N u’ u, —u, u), BANEEEN uU, —U, u, 
2 ds ’ . ’ 
(3) uU, —U,U, uU, —Uu,U, 
tl . 
i (u,u, — u,u,)+ (u u,—u,u',) 
RT ie Dar 
uU, —u,u, 


Die 7 werden offenbar dann und nur dann gleich allen möglichen 
Funetionen von z werden können, wenn die Gleichungen (3°.), aufgefasst 
als eine Transformation der r = 4 unabhängigen Unbestimmten vins=3<r 
neue 7, diese wieder zu unabhängigen Unbestimmten macht. Das ist aber 
dann und nur dann der Fall (Satz 2°), wenn die Gleichungen (3°.) von 
„allgemeiner“ Form sind. Nach Satz 2” sind wir dessen aber sicher, sobald 
nicht alle Determinanten s= ter Ordnung der Matrix: 








(a=U0, 1,2) 


Ma Ma ÖMNa an) 
Ou, ' Our, ’ ou, ’ ou, 
identisch für beliebige Unbestimmte «# verschwinden. Nun wird aber schon 
die Determinante 
| Om Ma 3 Ma| _ u 


| du, ? Su? u! 
nicht identisch Null, also sind die ,, 7,, 7, des Systems (3‘.) wirklich un- 
abhängig. 

6. Wir wollen annehmen, dass die Bedingungen des Falles, den 


wir vorher als den „allgemeinen“ definirt haben, erfüllt sind. Dann trans- 
formiren die s Gleichungen: 


(E.) 0. = fall». 


Be. 72 3 
(u,u, —u,u,)‘ 





(a=U, 1, 2) 


ge 
o 


| 


.: u,); 
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die r unabhängigen Unbestimmten # in s neue v, welche wieder unabhängig 
sein werden, wenn &) 


ist. Ist b) 

u m 
so denken wir uns, um die Ideen zu fixiren die Bezeichnungsweise so ge- 
wählt, dass nicht alle Determinanten s(w#,+1)-ter Ordnung der Matrix 


; M On? a=],..8ß Oo. A 
we (array 


(a) a al... ß 
Su 


identisch verschwinden. Dabei sind Horizontalen und Verticalen der Matrix 
in der bekannten, vorher definirten Weise zu bilden, und «, bedeutet wieder 
die Zahl (s—1)4. Der Umstand, dass nicht alle Determinanten s(u,+1)-ter 
Ordnung der Matrix M, identisch verschwinden, zeigt uns aber, dass die 
v, als Differentialfunetionen von x, ..., a, betrachtet, schon von einander 
unabhängig sind. Sie bleiben daher auch dann noch unabhängig, wenn 
wir in der Transformation (f.) u,;,, .. ., @, zu irgend festen, aber allgemeinen 
Funetionen speecialisiren, so dass wir erhalten: 
(f".) u. u u (mh...) 
Ist endlich e) 
81 7>> 
so werden wir, dem Vorigen entsprechend, denjenigen Fall als den „allge- 
meinen“ zu bezeichnen haben, bei welchem nicht alle Determinanten r(u,+1)-ter 
Ordnung der Matrix M, identisch verschwinden. Jedenfalls bestehen 
jetzt Differentialgleichungen zwischen den ® (Satz 1... Wir fragen nach 
der Anzahl derselben, unter der Voraussetzung, dass die Transformation (f.) 
dem eben als „allgemein“ definirten Falle angehöre. 
Um die Frage zu beantworten, denken wir uns wieder die Bezeichnungs- 
weise so gewählt, dass nicht alle Determinanten r(«,+1)-ter Ordnung der Matrix: 
2.9) 
m, = (5) ee en Hin 
identisch verschwinden. Alsdann behaupten wir, dass aus den r+1 
Gleichungen: 


®, — f. (u, 0. u); (Bel, re 
durch Elimination der « gerade eine und nur eine Differentialgleichung 
29* 
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zwischen ®,, %% ».., %,;ı folgt. Da nämlich die Anzahl der e grösser ist 
als die der «, bestehen sicher überhaupt Differentialgleichungen zwischen 
den v nach Satz 1. Würde die Anzahl derselben grösser als 1 sein, so 
wäre sie mindestens 2. Dann liesse sich aber durch Elimination von »,;, 
eine Differentialgleichung zwischen v,, ..., oe, allein bilden. Zwischen 
%, +, dv, besteht aber keine solche, da nach unserer Bezeichnungsweise 
nicht alle Determinanten r(«4,+1)-ter Ordnung der Matrix M,, verschwinden. 
Mithin kann die Anzahi der Differentialgleichungen, die zwischen o,,..., ®,;ı 
bestehen, auch nicht grösser sein als 1. Es folgt also aus (f.) genau eine 
Differentialgleichung zwischen: 

-,OENER: ECnR EREn 
Aus denselben Gründen besteht gerade eine Differentialgleichung auch 
zwischen 

ii a ii 
u. 8. w., schliesslich auch zwischen 


%, . . .,. Ü,s Ün 


Es ergeben sich also in unserem Falle genau s—r unabhängige Differential- 
gleichungen zwischen den v. Hiermit ist die verlangte Anzahlbestimmung 
geleistet. 

Wir fassen die Betrachtungen dieser Nummer folgendermassen zu- 
sammen. Zunächst bedienen wir uns der Ausdrucksweise: 

Definition 4. Bestehen die Transformationsgleichungen: 


(f.) v.= fall +, %)2 (a=1,...,3) 
der r unabhängigen Unbestimmten « in s neue Unbestimmte vo, so nennen 
wir denjenigen Fall den „allgemeinen“, in welchem nicht alle Determinanten 
s(u,+1)-ter Ordnung der Matrix 


(A) 
M er Ar % =. Am, 200, Bi \ 
453 u? hen, At 


identisch verschwinden, falls s<r ist. Ist aber s>r, so nennen wir den- 
jenigen Fall den allgemeinen, in welchem nicht alle Determinanten r(«,+ 1)-ter 
Ordnung identisch verschwinden. Dabei bedeutet im ersten Falle «, die 
Zahl (s—1)A, im zweiten die Zahl (r—1)4. 


Führen wir diese Sprechweise ein, welche übrigens — wie man 
sieht — der bei der Transformation von Variablen üblichen nachgebildet 


ist, so können wir sagen: 








a 
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Satz. 3. „Gehört die Transformation: 


(f.) u - f.(%ı, PR: Po u); (al, ...,8) 
dem allgemeinen Falle an, so werden, wenn a) 
s = r 


oe Unbe- 


ist, die r unabhängigen Unbestimmten # wieder in r unabhängig 


stimmte ® übergeführt. Ist b) 
IE 5° 
so können noch r—s der Unbestimmten « gleich festen, aber allgemeinen 


Funetionen von x gesetzt werden, so dass die Transformation (f.) in eine 
solche übergeht, welche nur noch s Unbestimmte, etwa nur «,, .... a, enthält: 


(f.) ehe - (@=1,...0) 
Alsdann bleiben die e immer noch unabhängige Unbestimmte. 
Ist endlich e) 
ae 
so folgen aus (f.) gerade s—r unabhängige Differentialgleichungen zwischen 
den e®“, 
7. Es fragt sich jetzt, welches die Gestalt der Gleichungen: 

(f.) = Ele, :. %) (a=1,..., .) 
ist, wenn der Fall, welcher soeben als der „allgemeine“ bezeichnet wurde 
(Definition 4), nicht eintritt. Hierbei fassen wir zunächst die Möglichkeit 

Bu. 
als die wichtigere ins Auge. Es handelt sich dann für uns darum, anzu- 
geben, welches die Form der Gleichungen: 


(f.) ee le, u ER 


fürs <r sein muss, damit sich die « durch Differentiationen und Elimi- 
nationen nebst ihren sämmtlichen Ableitungen aus ihnen herausschaffen 
lassen, so dass sich Differentialgleichungen Oter, lter oder höherer Ordnung 
zwischen den » allein ergeben, welche zu Identitäten werden, wenn man 
an Stelle der vo mit Hülfe der Gleichungen (f.) die « einführt. 

Wenn zunächst gewöhnliche Gleichungen, d. h. Differentialgleichungen 
Oter Ordnung zwischen den » bestehen, so ist schon aus der 'Transforma- 
tionstheorie der Variabeln bekannt, dass dann die r(A+1) Grössen: 


U, . . .. um, 
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welche in (f.) als Argumente auftreten, nur in weniger als s Verbindungen 
in den f, vorkommen dürfen, und dass eine gewisse Anzahl der o gewöhn- 
liche Funetionen oder in unserer Sprechweise Differentialfuncetionen Oter 
Ordnung der übrigen werden, dass aber diese letzteren durch keine Glei- 
chung, d. h. keine Differentialgleichung Oter Ordnung mehr verbunden sind. 
Nehmen wir daher an, dass aus den Gleichungen (f.) durch Differentiation 
und Elimination sämmtlicher « Differentialgleichungen Oter, 1ter, 2ter 
und höherer Ordnung zwischen den v folgen, so sei z. B. s—o die Anzahl 
aller verschiedenen Differentialgleichungen Oter Ordnung dieses Systems 
(2), dann sind o der ve, etwa 


Ü, . D .s dv, 


durch keine Differentialgleichungen Oter Ordnung mehr verbunden; 


®,+1 * . en ®, 


aber sind Differentialfunetionen Oter Ordnung von: 


Ü,, . . .. ®,. 


Indem wir nun die Werthe der 


Öo+1 . o .,: v, 
als Funetionen der 


RE ® 

in das System (2) einführen, geht dieses über in ein System (3,) von 
Differentialgleichungen lter, 2ter oder höherer Ordnung zwischen den Un- 
bestimmten ©, ..., ©,, welches aber keine Differentialgleichungen Oter Ord- 


nung mehr enthält. Die Differentialgleichungen des Systems (3,) werden 
zu Identitäten, wenn aus den Gleichungen: 


o= kl. 4): (a=1,...,0) 
die « an Stelle der vo eingeführt werden. 

Wir brauchen uns daher nur noch mit solchen Systemen (f.) zu be- 
schäftigen, aus welchen keine Differentialgleichungen Oter Ordnung, sondern 
nur solche lter oder höherer Ordnung zwischen den v folgen. Dabei haben 
wir als selbstverständlich vorauszusetzen, dass die Anzahl der verschiedenen 
Differentialgleichungen des Systems (2) geringer ist als die der Unbestimmten 
v, da sonst kein einziges von diesen eine unbestimmte Function von x 
bleiben würde. Da bekanntlich jedes System von Differentialgleichungen 
erster oder höherer Ordnung sich als ein solches von lauter Differential- 
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gleichungen erster Ordnung allein auffassen lässt, so wird es hauptsächlich 
darauf ankommen zu entscheiden, welches die Form der Gleichungen: 

(f.) ee la (a=1,..,0) 
sein muss, wenn aus ihnen nur eine gewisse Anzahl von Differentialgleichungen 
erster Ordnung folgt, aber keine Oter Ordnung, sowie keine höherer Ord- 
nung, welche nicht eine Folge jener Differentialgleichungen erster Ordnung 
ist. In erster Linie wird nun hierbei die Möglichkeit in Betracht kommen, 
dass aus den Gleichungen (f.) keine Differentialgleichung Oter Ordnung 
zwischen den ® folgt, dagegen eine und nur eine erster Ordnung, aber 
keine neue höherer Ordnung. 

Diesen Fall wollen wir jetzt erörtern und also die eben gemachten 
Annahmen als erfüllt ansehen. Wir erinnern zunächst an unseren Satz 2°; 
nach diesem müssen, wenn überhaupt zwischen den » irgend welche Rela- 
tionen bestehen sollen, jedenfalls sämmtliche Determinanten ster Ordnung 
der Matrix: 


OD, ) f@ aa 
n _(}) MW, 8 


Ouz 7 


u 


identisch verschwinden. Wir erinnern daran, dass wir ja jetzt immer s—r 
voraussetzen. Die a können mithin in den f, in nieht mehr als s—1 
verschiedenen Verbindungen auftreten. 

Der Genauigkeit wegen flechten wir hier folgende Definition ein: 

Definition 5. „Irgend welche Unbestimmte, welche Differentialfune- 
tionen anderer Unbestimmter sein können — wie z.B. die ® in (f.) — 
nennen wir wie früher „unabhängig“, wenn zwischen ihnen keine Differential- 
gleichung Oter oder irgend einer Ordnung besteht; wir nennen sie „verschieden“, 
wenn zwischen ihnen keine Gleichung Oter Ordnung besteht, während Difte- 
rentialgleichungen erster oder höherer Ordnung vorkommen dürfen.“ 

In diesem Sinne also können die x“ in den f, 


s—1 „verschiedenen“ Verbindungen vorkommen. Möglicherweise kann jedoch 
die Zahl derselben geringer sein; sie sei daher allgemein 


‚ In nieht mehr als 


s—o0, 
so dass: 
1<oe<s-1. 


Dann ist jedenfalls eine Determinante (s—o)-ter Ordnung der Matrix: 


en) er 


ad 
ou; 
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von O0 verschieden, während die Determinanten («—e-+1)-ter Ordnung sämmt- 
lich verschwinden. Die Bezeichnungsweise sei so gewählt, dass die Deter- 
minante: 


| 0%, | 


I 
I 


| 7 | (a, $=1, ..., 8-e) 
duf? | 


von 0 verschieden ist. Dann lassen sich aus den s ersten Gleichungen des 


Systemes (f.) «®, ..., u, ausrechnen: 


2 RR ) i—1), 4 4 
(g..) U, — 9,0, ...,. V,_05 U, .... u‘ ): + .o., u‘ )) (a N s—o) 


Setzt man aber diese Werthe der «{”, ..., x, in die g übrigen Gleichungen 
des Systems (f.) ein, so werden diese von selbst unabhängig von u, ., ..., u. 


Man erhält also: 
f _— Y . ı—1 
(8..) ©,_0+8 nn 1:(0,, A) U,_0; U, ...,; u‘ I), (? = ı: ...,. 0) 


Die Gleichungen (g,.) und (g,.) sind gerade s an Zahl und nur eine 
andere Schreibweise der ursprünglichen Gleichungen (f.). Aus ihnen und 
den durch einmalige Differentiation abgeleiteten Gleichungen sollen sich aber 
sämmtliche Grössen « eliminiren lassen. Durch Differentiation folgt aber aus 


(g,.) und (g..): 


4 „ir og’ lie Q). „(+1 (+1) 
(g..) U, nad Ga (1, .. °.. Ü,_05 % .. .. V,_o5 u, .. . U, . U,_0+13 .. .. U; ), 
(a=1, ..., 3-0) 

‚’ n’ Bf: om E-ög (A) RR 
g,.) Ü,_0+3 — In (dı, .. .. V%,_05 %, ...;. V,_03 U, .. . U, ). (# u 1, ...; 0) 


Wenn nun aus den 2o Gleichungen (g..), (gr), (ı-), (8) sämmtliche «, 
welche als unabhängige Variable zu betrachten sind, eliminirt werden können, 
so geht dies jedenfalls schon ohne Zuhülfenahme der Gleichungen (g;..); 
denn diese definiren nur o neue Veränderliche: 


ultD, ua+D 


a u 
in ihrer Abhängigkeit von den übrigen. Jene o Veränderlichen 


Q+1) ur» 


: so 
kommen aber in den übrigen s+e Gleichungen (g..), (g..), (g3.) gar nicht 
vor. Also müssen sich sämmtliche « schon aus den s+o Gleichungen 
eliminiren lassen: 


u 


2) . d—1). „@) (4) a 
(g,.) u‘ m Ga (v,, ..e.o: ®,_03 Us ...,: U; b) U, o+1} .u . U; ), (a = }, ...;. s—_o) 
(8».) V,_04 | Allaren- 1,0, ... %,_03 Un re, U, ); GF=1, ..., 0) 
1 ' ”, r ’ ' . (.) a 
(8».) %,_.+43 = (v1, nn Os-o5 On mern Öogs Un re, Ur ). F=l..,0) 
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Wir wollen die in Rede stehende Elimination in der Weise ausfihren. 
dass wir die Werthe der 
(}) 


(7) 
2 ut 


\ 


aus den Gleichungen (g,.) in die Gleichungen (g;.) eintragen. Diese nehmen 
dann die Gestalt an: 


J _— r . a’ 4 . / (.—1). (4) (4 
G%_0+3 FE (0 E d,_,: %s .. 0% ® “ Us .. 0% u ). u 4 ..0.% U . 


s—D? o+]1 


Da die f;, der Gleichungen (g;.) durch Differentiation aus den f, der Glei- 
chungen (g,.) hervorgegangen sind, so ergiebt sich, dass unsere zuletzt auf- 
gestellten Gleichungen die Form haben: 





N 0 Ir De 
n OT; S OTz P ( 1; (#’+1) 
V,_04 3 un u vr + 2 7 3 v,+2, 9 ; Pr u, 
a or ı° O0, Fu? zu, 
s—o ne 
i g OT; ‚ dl (© © ° u u’: u’) ())\ 
a 77 P (—1) Gu 1» .e.. ’s— 0? 1* “ l e 04 1% on I J 
ı ou, 
r u 
OT; ’ 
| 12 (2) 
ng 2; n o-) u, . 
-o+1 OU 


Definiren wir nun go neue Grössen » durch die Gleichungen: 


! 0; ve 5 of 
| W,_, Ti U,_0+8 22 "Or #373 7 


(W.) | O 


Fr ei’) 
n j OvV, 


(4—1)\ 


° LER > rs Us U; u 4 (> 1 ...; 0) 


— 04 ;(®, mu U,_o: 1 
und bemerken, dass unser eben aufgeschriebenes Gleichungssystem für ® 
sämmtliche e' nur in den e durch die Gleichungen (w.) definirten Verbin- 
dungen enthält, so lässt sich jenes in die Form setzen: 

Dun = Brltn- eine) Veen 


oder auch: 


0-7 
% 


BE 


Diese Gleichungen stellen das Eliminationsresultat aus den Gleichun- 
gen (g,.) und (g..) vor. Nehmen wir also zu den Gleichungen (F.) noch 
die Gleichungen (g;.), welche wir in die Form setzen können: 

(G.) a a a u ) 0, G=1,..., 0) 
hinzu, so ergiebt sich ein System von 2o Gleichungen, aus welchem sich 
alle # eliminiren lassen müssen, von der Form: 


u) =(. @=1ı... oe) 


s—0+-1% 


(FG.) | F;(w,_,+5; U oo. V,_0, u) — ), 


| G;(0,_.435 zR ... 04 U; a) I ), 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 3. 
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Dabei sind die » des ersten Systems durch die Gleichungen (w.) definirt. 
Nun soll sich aus den 2o Gleichungen (FG.) gerade eine Gleichung bilden 
lassen der Gestalt: 


(F.) Pw,_o+ WO 05) (0, 
so dass durch Einführung der » aus (w.) die linke Seite von selbst unab- 
hängig wird von den «. Geben wir diesen daher constante Werthe: 


u=w, 


so ergiebt sich als Differentialgleichung zwischen den » diese: 


0 0, Fr 
Fw_o4; .. . W;; %, .. .. v,) 0, 
wobei 
Be a eg Zu ae 
ww “ W,_.+3 7 Pd; FE re). Teen Ser era 2" 
er er Or od, 


wird. f; bedeutet natürlich das, was aus f; wird, wenn an Stelle der « die 
u eingeführt werden. Die Form der rechten Seite in (w'.) zeigt, dass die w" 
vollständige Differentiale sind. Es wird mithin: 


0 


d 
W,_0+5 = 5 hs(o1, .... v,) (F=1,..., 0) 


und daher ist die gewünschte Form der Differentialgleichung, welche zwischen 
den ® besteht folgende: 
ER d d 
(X.) Xv, -:., 95 Ga CHEBErE EEE nd A CERER v)) =. 
Wir wollen dieser Gleichung noch eine etwas übersichtlichere Ge- 
stalt geben. 
An Stelle der s Unbestimmten e führen wir s neue ein durch die 
Gleichungen: 
Ch.) wo, = h.(on +, Yo (a=1,..., 9) 
Von den Functionen der rechten Seite sind 
N > 
die Funetionen, welche in der letzten Gleichung (X.) vorkommen, 


hr . ” .. h, 


sind dagegen irgend welche andere Functionen, welche nur so gewählt sein 
sollen, dass die Determinante: 


| Ihe | 
' 0%; 


[2 


(a, AJ=z1, ..., 8) 


BE A ER IT ee 
” SLR EEE Nee REN NEO LU, 


VEN ER ES WE 


iin Er 
TREE Re N 
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nicht identisch verschwindet. Solche Funetionen A,;, ..., A, würden sich 
zu den %,, ..., A, nur dann nicht finden lassen, wenn etwa alle Determinanten 
oter Ordnung der Matrix 
( = fa=1, ..., 0\ 

005 eu sr it 
identisch verschwinden würden. Dies ist aber ausgeschlossen, da sonst die 
Gleichung (X.) nur eine geringere Anzahl als o Differentialguotienten ent- 
halten würde. Die s Grössen wo, sind also von einander „verschieden“ im 
Sinne unserer Definition 5 und die Determinante: 

Ow, Bee, i 

00; 
ist nicht identisch Null. Die Gleichungen (h.) lassen sich also auch nach 
©, -.., ®, auflösen, so dass man erhält: 


(k.) = Klo, .--, Be 
Setzt man diese Werthe in die Gleichung (X.) ein, so geht diese über in 
eine Gleichung für die » und w': 
Gl, 5 Ws Wi: W,) = 0; 
dabei kann oe einen der Werthe: 
Be u 


haben. Wir können daher annehmen, dass die Gleichung (X.) die Form hat: 
(G.) Di a a ee O 

indem wir, falls e <s-—1 ist, zulassen, dass in (G.) einige der w nicht 

vorkommen. Führt man die o durch die Transformation (h.) auch in (f.) 


ein, so geht dieses System über in eine Transformation Ater Ordnung der 
a in die w: 

(g.) W zu g.(%ı. vo, %,) > 
wobei diese g, mit den vorher gelegentlich benutzten g, nichts zu thun 
haben sollen. 


Hiermit haben wir nun den Satz gewonnen: 
Satz 4. ,„Wenn aus der Transformation: 


(f.) UZM _ f. (u, #79 %,); ll...) 


der r unabhängigen Unbestimmten # in die s< r neuen vo keine Gleichung 


Oter Ordnung, eine und nur eine Gleichung 1ter Ordnung zwischen den ® 
30* 
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me 


folgt, aber keine neue höherer Ordnung, so lassen sich an Stelle der o durch 
die Gleichungen: 


a. | 
ıow 
I +0 (=...) 


00; | 


t 





(h.) eo, = h.(0u -: +, 9) 


s neue, verschiedene Unbestimmte ® einführen, so dass die Tranformation 
(£.) der « in die » übergeht in eine solche der » in die w: 


(g.) w = 9.(%ı, ... %,)1 
welche so beschaffen ist, dass die zwischen den » bestehende Differential- 
gleichung lter Ordnung die Form hat: 


(G.) Go. 4 O5 ce BO) = 0, 


also mindestens eines der © nur in der Oten Ordnung enthält.“ 

Hiermit ist die Form der Differentialgleichung zwischen den » fest- 
gestellt. Es erübrigt also noch, von dieser auf die Gestalt der Transfor- 
mationsgleichungen (f.) selbst zu schliessen. Denken wir uns zu dem Zwecke 
die Gleichung (G.) nach w, aufgelöst, so wird: 


(w.) =. iu rl 0. 


\ 


Löst man andererseits die Gleichungen (h.) nach den » auf, so kommt: 


(k.) o,= kw ::., ,) (a=1,...,s) 
1 
oder nach Einführung des Werthes für w,=w aus (w.) 


1 


(.) „>= 1.(w,, „eo. W,_15 1) (a =1,...0) 


1 


wobei » eben eine Differentialfunetion 1ter Ordnung der w,, ..., w,_, be- 
deuten soll, welche durch 


1 


nn 


(w.) vo = g(w, -:, WjmÜN)ı 
definirt ist. Die » sind laut (g.) Differentialfunetionen endlicher Ordnung 
der #, durch deren Einführung demnach (f.) übergeht in (f.); d. h. die o lassen 
sich als Differentialfunetionen erster Ordnung von s—1 Unbestimmten 


1, . . . WD,_ı 


darstellen in der Weise (f.)., Die s—1 Unbestimmten o sind aber nicht 
nur „verschieden“, sondern auch unabhängig im Sinne der Definition 5. Denn 
sonst würde nach (k.) neben (G.) noch eine andere Differentialgleichung zwi- 
schen den » folgen gegen die Voraussetzung. Aus demselben Grunde können 
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in (f.) nicht alle Determinanten (s—1)(u,+ 1)-ter*) Ordnung der Matrix: 


Ov op op 
ic @ Ben... 0 Ba 
M er; ( ow(”) en ow) ’ } 1 ) (7 ber ) 
bi oW 
identisch verschwinden. Die Transformation (f.) gehört also dem „allgemei- 
nen“ Falle im Sinne der Definition 4 an. Mithin haben wir das Ergebniss: 
Satz 5. „Gehört die Transformation 


(f.) Fe A Re 37 (a=1,...,9) 


der r unabhängigen Unbestimmten « in s neue ® nicht dem allgemeinen 
Falle an, sondern folgt aus ihr genau eine Differentialgleichung Iter Ord- 
nung zwischen den vo, aber weiter auch nichts, so lassen sich diese als Dif- 
ferentialfunetionen lter Ordnung von s—1 unabhängigen Unbestimmten in 
der Form darstellen: 
(T.) SE u A Tee TE) 

Dabei gehört jetzt die 'T'ransformation (f.) dem „allgemeinen“ Falle an, die 
wo sind Differentialfunetionen (A—1)-ter Ordnung der u: 


f \ 
(£.) BE en 


und « ist eine Differentialfunction erster Ordnung von w,. ..., @,_ı! 


3 


(w.) we le er 

8. Wir haben bisher bei der Transformation (f.) nur die Möglichkeit 
sr ins Auge gefasst. Es wird sich herausstellen, dass unser eben aus- 
gesprochener Satz 5 wörtlich Geltung behält, auch wenn s >r ist. Des- 
halb ist auch bei seiner Fassung schon proleptisch die Bedingung s — r 
unterdrückt worden. Ist nämlich s > r, so folgen laut Satz 1 sicher Diffe- 
rentialgleichungen zwischen den ve. Es ist also nur noch die Bedingung 
zu erfüllen, dass dieses System sich gerade auf eine einzige Differential- 
gleichung erster Ordnung reducirt. Deshalb muss erstens r=s—1 sein, 
zweitens die Transformation sich auf eine solche erster Ordnung und gerade 
von der Form (f.) redueiren, da sonst immer noch mehr Differentialgleichungen 
oder solche höherer Ordnung bestehen würden. 





*) Wir unterlassen es von jetzt ab, den betreffenden Werth «, nach No. 5 auszurechnen 
Derselbe ist uns völlig gleichgültig. 
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9. Es hat keine Schwierigkeit, die Gestalt der Transformations- 
gleichungen: 

(f.) = fl 8) (a=1,.... s) 
auch in dem Falle anzugeben, wenn aus ihnen mehrere Differentialgleichungen 
erster Ordnung zwischen den e folgen sollten. Die Entwicklungen der No. 7 
liefern alles hierzu nöthige Material, und wir haben uns dort lediglich des- 
halb erst auf den Fall einer Differentialgleichung eingelassen, um die Ueber- 
sicht möglichst wenig zu erschweren. Es handelt sich also nur noch um 
die Benutzung der Entwicklungen von No. 7 für den Fall, dass aus (f.) 
mehr als eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den o folgt, 
aber keine Oter und keine neue höherer Ordnung. 

Ist beispielsweise die Zahl jener Differentialgleichungen 2, so müssen 
aus den 2o Gleichungen (FG.) der No. 7 sich statt einer zwei Gleichungen der 
Form (#.) bilden lassen, welche bei Einführung der »® aus (w.) von den « 
ganz unabhängig werden. Aus diesen zwei Gleichungen kann einmal w,, 
das andere Mal ®,_, eliminirt und deshalb die Form derselben gleich so 
angenommen werden: 


(Y..) VO, 4 2 Won DO 0 du) = lt, 

(%,.) WO, 4 2 Don DO) =). 
Durch Speeialisirung der « folgen daher als Differentialgleichungen zwischen 
den » diese zwei der Form: 








 dh,(o) dho_.(0)  dh,_ı() 
.- \ dh,(v) dh,_2(e) dh,(v) 0 
(0, .... Vs ir u, 2 . Zn = ’ 


welche in ihrer übersichtlicheren Gestalt (G.) lauten: 
' ı ' 
(G,.) G(w, -:, O5 On + On WB) =, 
N ! ' ! 
(G;.) (0. OO Da OS) >, 
wobei wieder nicht alle der @' vorzukommen brauchen. Eliminirt man aus 
diesen Gleichungen w,, so ergiebt sich eine Differentialgleichung zwischen 


W;,, b; w,_ı: 


(H.) H(w,, --.-, ©,_)ı =. 
Diese muss offenbar zu einer Identität werden, wenn man durch die Glei- 


chungen (g.): 
f 


(g.) vw. > 9.(%ı, oe u,); (a1, ... sl 
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die v an Stelle der » einführt. Die Transformation (g.) der r Unbestimm- 
ten a in die s—1 neuen w hat also eine und nur eine Differentialgleichung 
erster Ordnung zwischen den » zur Folge, aber keine Oter und keine neue 
höherer Ordnung. Für sie treffen also die Voraussetzungen des Satzes 5 
zu, nur dass hier ® an Stelle von e steht und die Zahl s—1 durch s—2 


ersetzt ist. Die w,, ..., w,_, lassen sich also als Differentialfunetionen von 


8 
s—2 Unbestimmten w,, .... w,_, darstellen, welche selbst wieder Differential- 


funetionen endlicher Ordnung der « sind. Da aber nach den Gleichungen 


s— 


(f.) der No. 7 die » selbst Differentialfunetionen von w,, ..., ı0,_, waren, 
so stellen sich die oe als Differentialfunetionen endlicher Ordnung von 


Ci 2.5 0, „, also von s—2 unabhängigen Unbestimmten dar. Unabhängig 
sind diese deshalb, weil sonst zwischen den ® eine grössere Zahl von Diffe- 
rentialgleichungen folgen würde als vorgeschrieben ist. Aus dem gleichen 
Grunde gehört die Darstellung der ® durch die » auch dem allgemeinen 
Falle an. Wir haben also den Satz: 

Satz 6. „Wenn aus den Gleichungen: 


(f.) = Fl .: 8): ae 
sich gerade 2 Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen den » ergeben, 
weiter aber keine Gleichungen, so lassen sich die v als Differentialfunetionen 
endlicher Ordnung von s—2 unabhängigen Unbestimmten darstellen, welche 
selbst wieder Differentialfunetionen der x sind. Die neue Darstellung gehört 
dem allgemeinen Falle an.“ 

Bei der Ausprache dieses Satzes sind wir der Uebersicht halber jetzt 
nicht mehr auf die Form der fraglichen Gleichungssysteme eingegangen, 
obwohl dieselbe durch die voranstehenden Betrachtungen vollständig ent- 
wickelt werden kann. Es durfte dies um so eher geschehen, als die be- 
treffenden Formen bei den Anwendungen, welche in dieser Arbeit von den 
Sätzen gemacht werden sollen, keine Rolle spielen. Für die Theorie der 
Transformation durch Differentialfunetionen selbst sind sie natürlich von der 
grössten Bedeutung. Wir hoffen diese wichtige Diseiplin, welche auch An- 
wendungen auf andere Gebiete der Mathematik gestattet, bei späterer Ge- 
legenheit ausführlicher zu behandeln, und werden dann auf die hier ent- 
wiekelten Resultate genauer zurückommen. 

Wie von dem Satze 5 auf den Satz 6, so gelangt man durch In- 
duction zu dem allgemeinen: 
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Satz {. „Wenn aus den Gleichungen: 


(f.) v 3 Kl 22, ©), (a=1,..., 9) 


’4b 


durch Difterentiationen und Eliminationen der » sich gerade e < s Differential- 
gleichungen erster Ordnung für die e ergeben, aber keine Oter und keine 
neue höherer Ordnung, so lassen sich die e als Differentialfunetionen end- 
licher Ordnung von nur s—o unabhängigen Unbestimmten darstellen, welehe 
selbst wieder Differentialfunetionen endlicher Ordnung der » sind. Die neue 
Darstellung erfüllt die Bedingungen des allgemeinen Falles der Definition 4. 
10. Wir haben nun noch einige Worte darüber zu sagen, wie sich 
die obigen Sätze, im besonderen der allgemeine Satz 7 modifieiren, wenn 
zwischen den e Differentialgleichungen höherer Ordnung bestehen. Folgt 
aus (f.) beispielsweise gerade 1 Gleichung 2ter Ordnung zwischen den e: 
(G. BIO nor, As On nun BE ET 0 ee VO 
so setzen wir: 
Ei Sun ni si u 
Dann bilden diese s Gleichungen zusammen mit der folgenden: 
PN 


(G Zr ... 0% ce. Cs ....% ® io ©,,. ... 0% di ı = () 


ein System (G,.) von s+1 Differentialgleichungen erster Ordnung, welches 
der einen Gleichung (G.) vollständig äquivalent ist. Dieses System (G..) 
muss aus den Transformationsgleichungen: 


|®- = File... u), 
Kos; 2 ’ ; 
| a ea 9 TE no Wenn 


welche den Gleichungen (f.) vollständig äquivalent sind, durch Differentiation 
und Elimination der « folgen. Die Gleichungen (f,.) definiren aber eine 
Transformation der r Unbestimmten «,. .... #, in 2s neue e: aus ihnen 
sollen eo=s+1 Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen den 2s 
Grössen » folgen; es lassen sich also diese und im besonderen auch 
ns -... v2, nach Satz 7 als Differentialfunetionen endlicher Ordnung von 
2s—(s+1)=s—1 unabhängigen Unbestimmten darstellen, welche selbst 
wieder Differentialfunetionen endlicher Ordnung der « sind. Mithin bleibt 
der Satz 7 ungeändert, wenn eine oder mehrere der auftretenden Differential- 
sleichungen zwischen den ® zweiter statt erster Ordnung sind. Ganz das- 
selbe gilt auch dann, wenn die Ordnung der Gleichungen höher wird als 
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die zweite. Ebenso erkennt man sofort aus den zu Anfang der No. 7 an- 
gestellten Ueberlegungen, dass ein Auftreten von Differentialgleichungen 
Oter Ordnung die Gültigkeit unseres letzten Satzes 7 nicht beeinträchtigt 
Wir können also endlich allgemein den Satz aussprechen 

Satz 8. „Wenn aus den Gleichungen: 


(f.) ee) | ) 


dureh Differentiation und Elimination der » sich gerade 0 < s verschiedene 
Differentialgleichungen Oter, Iter oder höherer Ordnung zwischen den » er 
geben, so stellen sich die » als Differentialfunetionen endlieher Ordnung von 


s—o unabhängigen Unbestimmten ww dar: 
(T.) eo, = Tele... 


welche selbst wieder Differentialfunetionen endlieher Ordnung der » sind: 


x 


8, A u HC 
Die Transformation in der Form (f.) gehört dem „allgemeinen“ Fall der 
Definition 4 an: d.h. es verschwinden nicht alle Determinanten (s— o)-ter 


Ordnung der Matrix: 


[ ( " a’ f 


\ (; 
SERTP 


identisch.“ 
Hiermit ist gezeigt, dass, wenn für eine Transformation (f.) der all- 
gemeine Fall nicht vorliegt, sie durch Einführung einer geringeren Anzahl 





von Unbestimmten ®w an Stelle der « — wie es durch die Gleichungen (g 
geschieht auf diesen Fall redueirt werden kann. Oder: 


Satz 8°. „Sind in s Gleichungen (f.) die r Unbestimmten # in ihrer 
Minimalzahl vorhanden, d. h. lassen sie sich nicht in der Weise (g.) dureh 
eine geringere Anzahl von Unbestimmten ersetzen, so haben wir den all- 
gemeinen Fall der Definition 4 vor uns, und sämmtliche Sätze 1—8 dieses 
Abschnittes haben Gültigkeit.“ 

1l. Wenn zwischen r Unbestimmten « eine Ditterentialgleichung 
besteht: 

(Gr.) BER, dr V 


und die r Grössen « dureh eine Transformation: 
(f.) o= fl ..., MW): | 

von allgemeiner Form in r neue Unbestimmte ® übergeführt werden, so 
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geht die Gleichung (G.) in eine Differentialgleichung zwischen den ® über: 
Bio, :..,0) =WV, 

Zum Beweise haben wir nur zu zeigen, dass aus den Gleichungen (f.) 
und (G.) und den aus ihnen durch Differentiation abgeleiteten sich sämmt- 
liche # eliminiren lassen, sobald man die Differentiation weit genug treibt. 
Es seien daher die Gleichungen (f.) umal, wo «> v-—4, die Gleichung (G.) 
(A+u—rv)-mal differentürt, so dass die « in beiden Systemen nur bis zur 
(A+u)-ten Ordnung auftreten. Dann kommen in den r(«-+1) Gleichungen: 

re A) 
welche aus (f.) durch Differentiation hervorgegangen sind, 
r(u-+1) 
(srössen v vor und 
r(A+u+]1) 
Grössen a. Zwischen diesen letzteren bestehen aber + u. —rv+1 Gleichungen: 
(9) (Gi) (RN), 
welche aus (G.) durch Differentiation hervorgegangen sind. Es bleiben also 
von den x nur noch 
rA+u+l)—-(A+u—r+]1) 
unabhängige Veränderliche. Es ist jetzt zu zeigen, dass « immer so gross 
gewählt werden kann, dass die Anzahl der vo grösser wird als die der un- 
abhängigen Veränderlichen u; d. h. dass: 
r(u+l)>r(+u+l)—(+u—r+1) 
wird. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass die Differenz 
rk—(k+u—rv-+]1) 
negativ wird. Dies geschieht aber immer, wenn 
u>ri— (A—v+]) 
gewählt wird. 

Hiermit ist unsere anfangs aufgestellte Behauptung erwiesen. Sie 

lässt sich natürlich auch auf ein System von Gleichungen (G.) ausdehnen, 


und es gilt daher der Satz: 
Satz 9. „Bestehen zwischen r Unbestimmten « o unabhängige Diffe- 


rentialgleichungen irgend einer Ordnung: 
j ! 
(G.) Gfla.r) ed, 
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so gehen diese durch eine Transformation von allgemeiner Form: 


(f.) Be la ne) =.) 
wieder in oe unabhängige Differentialgleichungen zwischen den ® über: 
(H.) Bei... 6) ui0 
II. 


Anwendung des Vorigen auf Differentialgleichungen erster Ordnung. 


1. Wir wenden uns jetzt zur Lösung unseres im ersten Abschnitte 
aufgestellten Problems: 
Problem. „Alle Differentialgleichungen erster Ordnung: 


dy \ 

(H.) ri Hy; nm». +, 9.) 
anzugeben von folgender Beschaffenheit: Es sei H eine bestimmte Function 
seiner Argumente, dagegen n,, ..., 7, unbestimmte, unabhängige Functionen 


von z, und es soll eine feste Function (2 seiner Argumente existiren, so 
dass die Gleichung 
Sie, y; u :.., u) = Const,, 

wo die « unbestimmte Funectionen von z bedeuten, welche jedoch nicht un- 
abhängig zu sein brauchen, die Integralgleichung der Differentialgleichung 
(H.) ist. Aendert man die Functionen 7 der Differentialgleichung, so sollen 
sich in der Integralgleichung nur die Functionen « ändern, dagegen soll (2 
dieselbe Function seiner Argumente bleiben. Die Integralgleicehung 2 soll 
zur Differentialgleichung jede beliebige der Form H, aber nur solehe dieser 
Form besitzen können.“ 

Als Beispiele für solche Differentialgleichungen haben wir im ersten 
Abschnitte die drei Gleichungen aufgeführt: 


dy | 
(1'.) ei 

J' dy 
(2.) Ir 7 mtnm-Y; 

' dı ) 
(3 .) = un tn YtNneY, 

deren Integralgleichungen bezw. 

(1.) y+w = Uonst., 
(2.) u,.9-4%, = Uonst., 
(3.) HT _ Const. 


U,.y-+ u, 
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waren. Werden die in einer dieser Gleichungen vorkommenden unbestimmten 
Funetionen von x, d. h. die n, bezw. « auf ihre geringste Zahl redueirt ge- 
dacht, so beobachten wir folgende, den drei Fällen gemeinsame Eigenschaften: 

a) Nicht nur die unbestimmten Functionen n) der Differentialgleichung 
(.), sondern auch die unbestimmten Functionen x der Integralgleichung (r.) 
sind von einander unabhängig; d. h. durch keine Differentialgleichung ver- 
bunden (r=1,2,5). 

b) Die Anzahl der unabhängigen, unbestimmten Functionen der Diffe- 
rentialgleichung (r’.) ist genau so gross wie die der unabhängigen unbestimm- 
ten Funetionen der Integralgleichung (r.), nämlich gleich r (r= 1,2, 5). 

e) Nieht nur in der Differentialgleichung (r‘.), sondern auch in der 
Integralgleichung (r.) kommt die Variable x explieite nicht vor, sondern nur 
in den unbestimmten Functionen n, bezw. u. 

d) Setzt man an Stelle des einen Werthes x der Veränderlichen x 


einen anderen x und bezeichnet den zugehörigen Werth der Variabeln y 
mit y, die zugehörigen Werthe der « mit «, so geht die Integralgleichung 
(r.) bezw. für r=1, 2, 3 über in: 
y-+%, Zu. y-+ U, 
u,.y-+% = 4U.Y-+%, 
My _ Mt 


u,.y+u, = u,.YTU, 
Löst man diese Gleichungen nach y auf, so erhält man: 
(1) y=yro, 
(2*.) y= 0.94%, 
Ja Re Ü -Y-+d, 
(8°) a 
3° 2 


wo die vo Functionen der « und a sind. Im Falle (r*.) kommen also die 
2r Unbestimmten: 


Un ” DB .9 uU,_ı5 U OD . . U, 
nur in r Verbindungen vor: 
Ö,) . ® o. U,_r 


Uebrigens ist die rechte Seite der Gleichung (r*.) genau dieselbe Function 
von y, wie die linke Seite der Gleichung (r.). 
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e) Betrachtet man die Gleichung (r*.) als eine Transformation der 
Variabeln y in die neue y mit den r Parametern v, so bildet die Schaar 
aller x” Gleichungen (r‘.) eine r-gliedrige, eontinuirliche Gruppe *). 

Wir werden nun einfach zeigen, dass alle Differentialgleichungen 
und Integralgleichungen, welche den Anforderungen unseres Problems 
Genüge leisten, sich in solche Typen zusammenfassen lassen, welche sich 
genau der eben angeführten Eigenschaften a) bis e) erfreuen. Haben wir 
somit erkannt, dass auch die Eigenschaft e) aus den Voraussetzungen unseres 
Problems folgt, so ist unsere Arbeit beendet und das in der Einleitung und 
im ersten Abschnitte angeführte Resultat erwiesen; denn Jie hat im 
16. Bande der Mathematischen Annalen (1880. Theorie der Transformations- 
gruppen 1. Satz 3, 4, 5) alle continuirlichen Gruppen der Geraden und 
der Ebene bestimmt **) und im besonderen gefunden, dass die Gruppen der 
Transformation einer Variabeln, d. h. die Gruppen der Geraden sich sämmt- 
lich vermittelst einer Substitution der Form: 


y=YY) =YWY) 
auf die Typen (1*.), (2°.), (3°.) redueiren, d. h. dass die Gleichung der all- 
gemeinsten endlichen continuirlichen Transformationsgruppe einer Veränder- 
lichen die Gestalt hat: 


y(y) = 26% er 


wobei irgend eine Funetion bedeutet. Ist daher wirklich die Eigenschaft 
e) auch im allgemeinen als vorhanden nachgewiesen, so ist zugleich das 
im ersten Abschnitte erwähnte Ergebniss gewonnen, dass die einzigen Diffe- 
rentialgleichungen, welche den Anforderungen unseres Problems Genüge 
leisten, die Typen (1'.), (2'.), (3°.) sind und diejenigen, welche sich aus ihnen 
ergeben durch eine Substitution der Form: 


yı = y(y), 
in welcher g eine beliebige Function bedeutet, dass mithin die Difterential- 


*) Im Sinne Lies. Transformationsgruppen I, Einleitung. 

**) Man vergleiche auch in dem neuerdings erschienenen Werke: „Sophus Lie, Vor- 
lesungen über continuirliche Gruppen, bearbeitet und herausgegeben von Scheffers, 
Leipzig 1893“, die „Abtheilung III, die Gruppen der Ebene“ sowie im besondern den 
$4 im Kapitel 12, Theorem 27. Ferner beachte man „Lie, Theorie der Transforma- 
‚tionsgruppen III, bearbeitet unter Mitwirkung von Engel, Abth. I. Leipzig 1893. 
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gleichung: 
Y _ tm Nr 
dir yy) 
als der allgemeinste, alle übrigen umfassende Typus von Differential- 
gleichungen angesehen werden kann, welche für unbestimmte Coeffieienten 
eine Integralgleichung besitzen. 
Es handelt sich also nur noch um die Discussion der Eigenschaften 
a) bis e). 
2. Die Eigenschaft a). Von der Integralgleichung: 





(2.) 2x, Y5 U, ..., u) = Üonst. 
und der zugehörigen Differentialgleichung: 
d 
(H.) = Hs m + m) 


setzen wir von jetzt an ein für alle Mal voraus, dass die « sowohl als die 
n in ihrer Minimalzahl vorhanden sind, d. h. dass es nicht möglich ist, die 
u bezw. » durch eine geringere Anzahl von Verbindungen zu ersetzen, welche 
Functionen der # bezw. n sind. Wenn wir ferner in dem ersten Abschnitte 
die Möglichkeit offen gelassen haben, dass die # der Integralgleichung unter 
sich durch Differentialgleichungen verbunden sind, so ist jedenfalls voraus- 
zusetzen, dass aus jenem Differentialgleichungssysteme (>), welches zwischen 
den x besteht, sich keine einzige Gleichung Oter Ordnung ergiebt, da ja 
sonst vermittelst dieser eines der « sich als Function der übrigen bestimmen 
und so aus der Gleichung (2.) ganz herausschaffen liesse. 

Wir werden nach diesen Bemerkungen der Eigenschaft a) entsprechend 
nachweisen: 

Satz a. „Wenn die n der Differentialgleichung (H.) von einander 
unabhängige, unbestimmte Functionen von x sind, so sind auch die « der 
Integralgleichung von einander unabhängige, unbestimmte Functionen von x.“ 

Zum Beweise gehen wir zunächst von irgend einer Integralgleichung 
(42) aus, deren Unbestimmte a durch keine Differentialgleichung verbunden 
sind, und bestimmen die zu (42.) gehörige Differentialgleichung (H.). 

Die Integralgleichung sei: 

(42.) 2z, Yy; U, ---, a) = Üonst., 
die « seien also zunächst unabhängige unbestimmte Functionen von x, die 
in (2.) wirklich in r verschiedenen Verbindungen auftreten. Die zugehörige 
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Differentialgleichung wird: 


— +3, 2% 

(2'.) BE Pr “Ob, ° 
dx oR 
Oy 


Die rechte Seite ist eine Function von x, y, den « und «. Diese » und 
« möge die rechte Seite gerade in s und nicht weniger „verschiedenen“ 
Verbindungen enthalten: 


(f.) Nn. >= f, u, ... u,)ı, (=1,2..% 


so dass s nicht grösser als 2r ist. Wir behaupten zunächst, dass r der », 
auch von einander „unabhängig“, d. h. durch keine Differentialgleichung 
irgend einer Ordnung verbunden sind. Wären nämlich je r der r durch 
eine Differentialgleichung verbunden, so würden aus der Transformation (f.) 
sich mehr als s—r Differentialgleichungen zwischen den n ergeben. Die 
Transformation (f.) würde also nicht dem allgemeinen Falle des zweiten 
Abschnittes angehören (Satz 1), mithin müssten sich die « durch eine ge- 
ringere Anzahl unabhängiger Unbestimmten ersetzen lassen (Satz 8); sie 
würden also in der Integralgleichung (42.) nicht in ihrer Minimalzahl vor- 
handen sein gegen Voraussetzung. Wir haben mithin 


ea 


und die Transformation (f.) hat die „allgemeine“ Form im Sinne der Defi- 
nition 4 des zweiten Abschnittes. Daher sind r der n, etwa: 


7, Fr Ve Nr 


von einander unabhängige Unbestimmte, 


er 90 Ms 
aber durch je eine, also im ganzen s—r Differentialgleichungen, jedoch 
höherer als Oter Ordnung, mit den n,, ..., 7, verbunden. Wir sehen also: 
Satz 10. „Sind u, ..., %, 


Tr 


unabhängige unbestimmte Füunetionen 
von x, so sind in der zur Integralgleichung: 

I2z, Y U .-., %) = Uonst. 
zugehörigen Difterentialgleichung: 


dy P 


dx 


r 2, \ 
Hz, 4; 7. --,+ 2) 


die n dann und nur dann ebenfalls alle unabhängig, wenn s=r ist.“ 
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Ist also s=r, so kann der Fall, dass zwischen den « Differential- 
gleichungen bestehen, für die Lösung unserer Aufgabe gar nicht in Frage 
kommen. Denn schon dann, wenn die « unabhängig sind, erfüllt die Integral- 
gleichung (42.) die Anforderungen unseres Problems, eine veritable Integral- 
gleichung von (H.) zu sein, was auch die n für Functionen von = sein 
mögen. Alle brauchbaren Integralgleichungen aber, welche aus der all- 
gemeinen (42.) durch Relationen zwischen den a etwa hervorgehen könnten, 
sind in dem allgemeinen Typus (2.), dessen « unabhängig sind, schon 
enthalten. 

Ist dagegen s>r und sind die Unbestimmten « der Integralgleichung 
nicht von einander unabhängig, sondern durch Differentialgleichungen ver- 
bunden, so werden diese Differentialgleichungen vermöge der Transformation: 

(£) 1 = Salt en W)ı et 
Difterentialgleiehungen zwischen 77, ..., 7, zur Folge haben (Satz 9). Dazu 
kämen noch die s—r Differentialgleichungen, durch welche n7,,.. ..., 7, an 
Ns», N, gebunden sind (Satz 1). Es würde also niemals, welchen Werth 
auch s haben möge, durch eine Integralgleichung (42.), deren # nicht un- 
abhängig sind, eine Differentialgleichung (H.) construirt werden können, 
deren n wieder unabhängig sind. Hierdurch scheint also unser Satz a. auch 
im allgemeinen sehon bewiesen, insofern ja die 7 den Voraussetzungen 
unseres Problems zufolge unabhängige Unbestimmte sein sollen, und dem- 
nach die Annahme, dass die # der Integralgleichung nicht unabhängig sind, 
den eben gemachten Ausführungen entsprechend unzulässig wäre. 

Indessen ist dieser Beweis in Wirklichkeit noch nicht erbracht. Es 
könnte sich ja ereignen, dass die s—r Differentialgleichungen, welche für s > r 


immer zwischen den n,, ..., 7, bestehen, zusammen mit den Differential- 
gleichungen, welche zwischen n7,, ..., 7, aus den zwischen den « bestehen- 


den Differentialgleiehungen folgen, gerade in ein System von lauter Glei- 
chungen Oter Ordnung für die 7 übergingen. Wäre dies aber der Fall, so 
könnte man eine gewisse Anzahl der 7 aus dem Gleichungssysteme als 
Funetionen der übrigen 7 berechnen und diese Ausdrücke in die Differential- 
gleichung (H.) einführen. Diese würde dann nur noch unabhängige 7 ent- 
halten und also den Anforderungen unseres Problems entsprechen, während 
ihre Integralgleichung im Widerspruch mit dem Satze a. Unbestimmte u 
enthielte, welche nicht von einander unabhängig wären. Es ist also noch 
zu zeigen, dass die Differentialgleichungen zwischen den 7, welche zufolge 
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des Systems (3.) von Differentialgleichungen zwischen den «x sich ergeben, 
nieht auf lauter Gleichungen Oter Ordnung sich redueiren können. 
Alle Gleichungen Oter Ordnung nämlich, welche aus dem System: 


(f.) n, = la, ..., @), (el... > 
folgen, gehen durch Elimination der x, w aus diesen hervor. Von den «, 
« sind aber nur so viele unabhängige Veränderliche, als es das System (.) 
der Differentialgleichungen zwischen den « gestattet. Es sei 

(2.) ae Er Br a m 7-12.) 
dieses System. Dann haben wir nach den zu Anfang dieser Nummer ge- 
machten Ausführungen zunächst anzunehmen, dass aus dem Systeme (2.) 
keine einzige Gleichung Oter Ordnung zwischen den «» folgt. Alle Glei- 
chungen Oter Ordnung aber, welche zwischen den n bestehen, ergeben sich 
durch Elimination der «, « aus den Systemen (f.) und (&.). Ist eine der 
Gleichungen (2.) zweiter oder höherer Ordnung in den «a, so bleiben für 
diese alle «, « unabhängige Veränderliche. Alle Gleichungen Oter Ordnung 
zwischen den 7, welche aus (f.) durch Elimination der «, « folgen, werden 
daher schon dann erhalten, wenn jene Gleichungen zweiter oder höherer 
Ordnung zwischen den x in dem Systeme (2.) gar nicht vorhanden sind. 
Da aber zwischen den n überhaupt nur Gleichungen Oter Ordnung folgen 
sollen, so können wir alle Differentialgleiehungen zweiter oder höherer 
Ordnung, welche in dem Systeme (>.) enthalten sind, fortlassen, ohne dass 
die Relationen zwischen den n7 geändert würden. Es sei 

(G.) RC Re N 5! ET 
jenes System, welches aus (2.) durch Weglassen aller Gleichungen höherer 
als erster Ordnung entsteht. Dann sind sämmtliche o Gleichungen des 
Systems (G.) genau erster Ordnung und es folgt aus ihnen keine Oter Ord- 
nung. Wir ersetzen jetzt wirklich das System (Z.) durch (G.). Vermöge 
dieser Gleichungen bleiben r—o der u unabhängige Unbestimmte, die o 
übrigen « sind an jene durch das System (G.) gebunden. Daher bleiben 
auch von den 7, ..., n,, welche aus den x durch die Transformation: 

ne li 2. (=1,.. 
hervorgehen, gerade r—og der n unabhängige Unbestimmte, während die 
übrigen o der n,, ..., 7, mit jenen r—o durch je eine Differentialgleichung 
verbunden sind (Satz 9). Jede dieser og Differentialgleichungen zwischen 
N ++ Mr 
Journal für Mathematik Bd. CXIIT. Heft 3. 32 














244 Bohlmann, zur Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung. 


sowohl als die s—r übrigen zwischen: 


N + M Mn en Ms 
soll sich nun auf eine solche Oter Ordnung redueiren, welche durch Elimi- 
nation der a, « aus den Systemen (f.), (G.) erhalten wird. Wir führen die 
Elimination in der Weise aus, dass wir die oe Gleichungen (G.) nach o der 
a, welche mit: 


! ! 
U,_o41 +0, U 


” 


bezeichnet seien, auflösen, diese als Funetionen von: 


4 


! 
UFE u “ .. U,; U, . . . U,_o 


bestimmen und die erhaltenen Ausdrücke in (f.) einsetzen. Es möge dabei 
werden: 
' ! ! r 
g.) b,_o43 = Ialtıy - 0 Wr5 U one; Ur—g)o B=1, ..., 0) 


und die 7 mögen durch Einsetzen dieser Ausdrücke in (f.) übergehen in: 


' ! 
(n.= 5, = halt»: Wr U 0, Urog)ı (a=1,..., 9) 
| u Ei 
fol so0n bes Un non Mena Ian + ann Jede 
Da aus je r—o+1 dieser Gleichungen sich die Variabeln «, ..., %; 
‚_., eliminiren lassen sollen, so müssen alle Determinanten (r—o+ 1)-ter 
Ordnung der Matrix: 


Ob, oa OL OG, 
ent ZEN 3 Ba 88 


(h.) 


' 


Yo, U 


(a = 1, ... 8) 





identisch verschwinden. Mit anderen Worten, es lassen sich solche Grössen 


0 1 


Dr 


ar . \ . ' ‚ 1 
A;,, A;, bestimmen, welche Funetionen der u, ...,%,5 %, ».., %_, Sind, SO 
dass das System von r linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen: 


r—o 2 Ar 0 
er hi, % o% 
Ay. MPBR Sen. EEE (#=1,..., 0) 
ı ? A;, Ou, % A; r-0+ß OU, _0+8 I 
un E 4 05 
Rt. DE 0 = B=1, .., r=0) 
SA au, tr Aare" Dur 0 ü 





für die s Ausdrücke: 
C=[, 0.0 =L, 
identisch erfüllt wird. 
Nun besteht aber, wenn wie früher 7 die allgemeinen Werthe der 
n bedeuten, wie sie durch die Transformation: 


) na = fall 22, %)ı 
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bei unabhängigen u definirt werden, zwischen diesen allgemeinen 7 und den 
speciellen, aus ihnen durch die Substitutionen (g.) hervorgegangenen & nach 
(h.) folgende Beziehung. Es ist, wenn & typisch eines der £, n das ent- 
sprechende der n bedeutet, identisch: 


05 on ı S 1617 09; 
di MEET anal pe Geh.our) 
Ou, ou, 1° Oli OM 


Setzt man diese Ausdrücke in die obigen r partiellen Differential- 
gleichungen ein, so folgt, dass die 7 einem Systeme von folgender Form 
genügen: 





[| r—o 2 N 0 0 N 0 N 
S,B,'5,+2,B Ve +B 20 ei. 
a Bi een DD. 2 r 2.5 ® - — . {53 Er 
it 7 ou, 1 € Prr—o+e Ouy__g+s A +3 OU; 0 R: 5 = 
r—o | N 0 l N) 1 An 
ee EEE on 
a 3 - —— _ .—_ - _  .,097 = ), (=]1,..., ro) 
= / I PY Ou, iq S; Bar-g+: © r—_ er " Darıs ouz be 


Dabei zeigt die einfache Ausrechnung, wie die B sich aus den A zusammen- 
setzen. Sie sind wieder Functionen der « und «, beispielsweise wird: 


0, o 1 I 


Bars = Ass-e+33 Basrs 7 Adırıa 
Hieraus geht hervor, dass die obigen r Gleichungen zwischen den 7 von 
einander unabhängig sind. Da sie aber nur 2r Variable enthalten, nämlich: 
a 
so besitzen sie höchstens r verschiedene gemeinsame Lösungen, während 
alle übrigen Lösungen des Systems gewöhnliche Funetionen jener r sind. 
Nun hat aber das fragliche System jede der s >r Grössen: 


N een Ns 
zu Integralen. Also können von diesen nur r von einander „verschieden“ 
sein im Sinne der Definition 5 etwa 7], .... 7,, Jedes der übrigen 71,41 +++; 
n, ist eine gewöhnliche Function der 7], ..., 7,. Mithin würden schon 
zwischen den allgemeinen n Gleichungen Oter Ordnung bestehen. Dies ist 
aber absurd. Folglich ist unsere Annahme falsch, dass vermöge des Systems 
(Z.) von Differentialgleichungen zwischen den « alle zwischen den n sich 
ergebenden Gleichungen von der Oten Ordnung werden. 

Wir haben also den Satz a. erwiesen. 

3. Gleichzeitig haben uns die soeben gemachten Erfahrungen ge- 
lehrt, dass, wenn die # der Integralgleichung unabhängig sind, ihre Zahl 
r gleich der Zahl s der Unbestimmten 7 der Differentialgleichung ist. Mit- 
32* 
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hin ist auch die Eigenschaft b) erwiesen, es gilt also der 
Satz b. „Genügt die Differentialgleichung: 


d 
Zr == H(«, Ys Nu ++ n,) 


T 
den Anforderungen unseres Problems, so hat die Integralgleichung die Form: 
2lz, y; u, ..., u) = Const., 
und es ist r=s und die « sind unabhängig.“ 
In dem Ansatze unseres Problems haben wir naturgemäss die rechte 
Seite der Differentialgleichung von x expliecite frei, also die Gleichung in 
der Form angenommen: 
dy 
(H.) ar = Hu: mm ++ n,): 


Wir wollen zeigen, dass auch die Integralgleichung von z explieite frei, 
also-in der Form angenommen werden kann: 


2.) 2ly: u, ..., a) = Üonst. 
Ist nämlich 
(2.) 2z, y; u, ..., 9) = Const. 
die Gestalt der Integralgleichung und: 
dy 


An = HU: m + m) 
die zugehörige Differentialgleichung, so führen wir die Substitution aus: 


r = ya), 
wodurch die « und n in neue unabhängige, unbestimmte Functionen von &, 
übergehen: 


(mı(®) "> v,(,), 0 le) = v,(&ı), 
| neh), 5 le) = le). 


Dann wird: 


(2,.) My), Y5 9%, -.-, v%,) = Const., 
d Pr 
(H,.) —- en ee 


Denken wir uns jetzt unter eine unbestimmte Function, so enthält 
“2, die Variable x, nicht mehr expliecite, sondern nur in r+1 unbestimmten 
Functionen von z;: 


v, =v(Eı), ae Fe v, = v,(8ı), %, = Yp(E) 
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und (H,.) enthält x, nur in den r+1 unbestimmten Funectionen: 


C, =L,(z,), ..:. 5 =6(0) Gn=p (2). 
Da nun %, also auch Y' eine unbestimmte, willkürlich wählbare Funetion 
von x, ist, so kann sie weder mit ®,, ..., e, noch mit &, .... Z£, durch 
irgend eine Differentialgleichung verbunden sein, und da o,, ..., v, einer- 
seits, &, -..., 5, andrerseits auch unter sich unabhängig sind, so sind so- 


wohl die r+1 Unbestimmten der Integralgleiehung (42..): 


we 


r+1 

als die r+-1 Unbestimmten der Differentialgleichung (H,.) unabhängige, 
unbestimmte Funetionen von z,. Wir haben also als Bestätigung der Eigen- 
schaft e) den Satz: 

Satz ec. „Alle Gleichungen, welche unserem Problem Genüge leisten, 
lassen sich in solche Typen zusammenfassen, bei welchen nicht nur die 
Differentialgleichung, sondern auch die Integralgleichung die Variable x 
nicht anders als in den unbestimmten Funetionen enthält.“ 

Von jetzt ist also: 


(22.) Sg; W, .:.,.8) = ÜUonst. 
mit unabhängigen » die Integralgleichung, 
dy 
(H.) Y— Hy m... m) 


mit unabhängigen 7 die Differentialgleichung, welche unseren Betrachtungen 
zu Grunde liegt, und: 


n) De As} 
1. | _ f.(%ı, on, Urs u, 90 u,)o 


das System von allgemeiner Form, durch welches die « und n mit ein- 
ander verbunden sind. 

5. Die Eigenschaft d). Um jetzt zum Beweise der Eigenschaft d) 
zu gelangen, ersetzen wir die Variable x durch x und bezeichnen die zu- 


gehörigen Werthe von y, den « und den 7 mit y, «, 7. Dann wird 


BE dır Re “ 
(H.) = Hy; m 2. m) 
cz 


die Differentialgleichung. Integriren wir diese unter den Anfangsbedingungen, 
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dass für 2=z, y den constanten Werth y annimmt, so wird 
(2) Sy; tu -- 6) = Du; u, u) 


die Integralgleichung. Diese möge nach y aufgelöst lauten: 


(g.) y rain 
Wir behaupten nun, dass die rechte Seite der Gleichung (g.) die 2r Grössen 


a und x nur in r von y freien Verbindungen enthält: 


DER . . .. %,: 


Die « und 7 hängen nämlich durch das System zusammen: 


(f.) ee (al. 
Wählt man die n als bestimmte Funetionen von x, so definirt das Diffe- 
rentialgleichungssystem (f.) die zugehörigen Funetionen «. Da dieses aber 
erster Ordnung in jedem der « ist, so bleiben die Anfangswerthe «,. .... %, 
willkürliche Constanten. Diese können in dem allgemeinen Integral y mit 
der Integrationsconstante y aber nur formal enthalten sein, da es eben nur 
eine willkürliche Constante enthalten kann. Mithin erhalten wir aus (g.) 
schon dann das allgemeine Integral y, wenn wir die Constanten %, ..., %, 
irgend wie passend speeialisiren: 

wu, +2 a, 


wo die a numerische Werthe bedeuten, so dass 


y=9ly Un. br) u ee, M) 
das allgemeine Integral wird. Natürlich sind dabei die « frei von y. Dies 
silt alles, sobald die Funetionen 7 fest gewählt und dadurch auch die u in 
der letzten Gleichung praeter propter bestimmt sind. Wählen wir die 7 
irgend wie anders, so werden dieselben Ueberlegungen statt haben, die 
Function g der letzten Gleichung bleibt dieselbe, nur die « ändern ihre 
Abhängigkeit von x. Wir erhalten daher die Gesammtheit aller Integrale, 
die sich ergeben, wenn wir die 7 in (H.) oder die « in (2.) gleich allen 


möglichen Functionen von z setzen, schon dann, wenn wir in: 


y= 99; tu 2. 0) 


die » gleich allen möglichen Functionen von = setzen. Dabei ist y die 
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Integrationsconstante, und v,, ..., v, sind von dieser frei. Es ist ausserdem 


4 


klar, dass die » nicht in noch weniger als r Verbindungen in g enthalten 


sein können. Nun war nach (g.) die Form unseres Integrals auch diese: 


= . 
Yy=9lYs U seen WU seen Wr) 


für unbestimmte, unabhängige Functionen «. Es gilt also die Identität: 


BE an EB 0a) a al oo, ©.) 
für beliebige unabhängige Variable: 
a | 


Aus ihr bestimmen sich die » als von y freie Funetionen der « und u: 


T 


ae nn U a (a=1,..., 7) 
Wir haben also den 
Satz d. „Löst man die Gleichung: 


BNEHEER e —_ { u \ 1 } \ 
(42.) SU: U... W) a Fe % 
nach y auf: 
ya ee 
so kommen die « und « rechts nur in r unabhängigen Verbindungen vor: 
(.) ee a ra 
so dass 
le .\ 
(8-) y=—= gY On +. ©) 


die allgemeine Integralgleichung wird. Die Gleichungen (g.) lassen sich 
nach u, ..., a, und ebenso nach ı,, ..., 4, auflösen, so dass jedes der 
drei Systeme: 

Be ee a u 


U, . . .. U.: % . . .“ Ü,, 


r 


LER . . .. ®,: U,. . . .. U, 
als ein System von 2r unabhängigen Variablen angesehen werden kann, 
während die jedesmal übrig bleibenden r Grössen 


%s . [3 ..“ ®,, 


Be 


ne,  w 


die abhängigen Veränderlichen werden.‘ 
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6. Die Eigenschaft e). Aus den Betrachtungen der letzten Nummer 
lässt sich sofort die Haupteigenschaft ableiten, dass die Transformationen 


N 


(g.) y=9(y5 Un... 0) 


eine r-gliedrige Gruppe bilden, wenn man y, y als Veränderliche, ®,, ..., ® 
als Parameter ansieht. 
Führt man nämlich auf y eine neue Transformation der Form (g.) 


aus mit ireend welehen anderen Parametern ®. .... v.. so kommt: 
> 13 ’ r» 


E.) ya ee 


Bestimmt man nun aber aus den r Gleichungen: 


(.) FE A ee RE Var 
nach willkürlicher, aber allgemeiner Wahl der r Grössen a die r Grössen 
U, ..., 4,, Was nach unserem oben bewiesenen Satze d. stets möglich ist, 
so lässt sich die Gleichung (g.) nach demselben Satze d. in die Form setzen: 

ON Era IN \ 

(2) Su; u, ..., 6) 2 Be ie). 

Berechnet man hierauf aus den r Gleichungen: 
eu ec ©) 
die r Grössen a, so lässt sich der Gleichung (g.) die Form geben: 

(42.) II; u.) ee). 

Aus den Gleichungen (2.), (42.) folgt aber sofort durch Elimination der 
einmal überstrichenen Grössen: 

aKly; u.) = I; U - 5, W,) 
oder auch: 

( er . 

(8.) Ber 9; Wr w,), 
wenn nämlich die »@ durch die Gleichungen definirt sind: 


“= Pl 2 ie ME) 
Es ist also die Aufeinanderfolge irgend zweier Transformationen der 


Schaar (g.), etwa (g.) und (g.), wieder eine Transformation der Schaar, 
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nämlich (g.),. Hiermit ist aber die Gruppeneigenschaft bewiesen und somit 
nach unseren früheren Bemerkungen die Arbeit beendet. Es gilt der 
Satz e. „Betrachtet man die durch Satz d. definirte Gleichung: 


\ m u 
(g.) y= 9g(9; 9%, ---, ©,) 
als eine Transformation der einen Veränderlichen y in die neue y mit den 


r Parametern v,, ..., v,, so bildet die Schaar aller dieser &’” Transfor- 


r» 
mationen, welche sich aus (g.) durch Variation der Parameter e ergiebt. 


eine r-gliedrige eontinuirliche Gruppe und 


(u; & ..., 6) = Const. 
ist eine Integralgleichung der Differentialgleichung: 
dy 

a BU; A + 9) 


für Coeffieienten 7, welche unbestimmte, unabhängige Functionen von = sind.‘ 

Als der Verfasser die obige Arbeit bereits vollendet hatte, gelangten 
die Untersuchungen von Vessiot, Guldberg und Lie zu seiner Kenntniss, 
welche sich auf Differentialgleichungen mit Fundamentalintegralen beziehen *). 
Lies Arbeit ist die allgemeinste: sie umfasst und berichtigt die Untersuchun- 
gen seiner Vorgänger. Ein Vergleich des von uns erhaltenen Resultates 
mit dem Lieschen ergiebt, dass die dort erörterte Klasse der Differential- 
gleichungen, welche Fundamentalintegrale besitzen, mit der von uns be- 
handelten Klasse identisch ist, sobald unsere Voraussetzung festgehalten 
wird, dass die Integration für unabhängige, unbestimmte Coefficienten ge- 
leistet werden soll. Dies ist bemerkenswerth; denn die Identität beider 
Klassen ist nicht a priori klar, weil wir bei unserer Problemstellung auch 
zuliessen, dass die unbestimmten Funectionen der Integralgleichung unter 
sich durch Differentialgleiehungen verbunden sind. 

Weitere Ausführungen, Verallgemeinerungen und Anwendungen dieser 
kurzen Andeutungen hoffen wir demnächst folgen lassen zu können. 


*) Vessiot, Comptes Rendus 18593, pag. 427, 959, 1112. — Guldberg, Comptes 
Rendus 1393, pag. 964. — Lie, über Differentialgleichungen, die Fundamentalintegrale 


besitzen, Leipziger Berichte 1893, pag, 341. Die letzte Arbeit hat Scheffers reprodueirt 
in: Sophus Lie, Vorlesungen über continuirliche Gruppen, herausgegeben von Scheffers. 
Leipzig 1893. Kapitel 24, $4. (Man vergleiche auch Drach, C. R. 1893, pag. 1041.) 
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Ueber die Zerlegung ganzer, ganzzahliger Functionen 
in irreductible Factoren. 
(Von Herrn Max Mandl in Prossnitz.) 


1. 


Ein allgemeines Kriterium für den irreduetibeln Charakter einer be- 
liebigen ganzen, ganzzahligen Funetion und zugleich eine Methode, jede 
ganze, ganzzahlige Function in ihre irreduetibeln Faetoren zu zerlegen, 
wurde bekanntlich zuerst von Z. Kronecker („Grundzüge einer arithmetischen 
Theorie der algebraischen Grössen“, dieses Journal Band 92, S. 11) ge- 
geben und bald darauf von Hrn. Runge (dieses Journal Bd. 99) soweit aus- 
gebildet, dass es zur factischen Ausführung von Factorenzerlegungen bereits 
geeignet erscheint. Gleichwohl erfordert selbst diese vereinfachte Methode 
einen sehr beträchtlichen Rechnungsaufwand und hat überdies das Missliche, 
dass sie aus einer Reihe mehr oder minder discreter, nur wenig zusammen- 
hängender Operationen besteht. Es soll nun im Folgenden eine von der 
Kroneckerschen wesentlich verschiedene Methode entwickelt werden, welche 
aus einer zusammenhängenden Kette von Operationen besteht und dabei 
in der Anwendung einfacher ist als das bisher bekannte Verfahren. Auf 
die Kreistheilungsgleichung 

ar" —] 





ze: 0 


angewendet, redueirt sich die Methode auf den Eisensteinschen Irreduetibili- 
tätsbeweis. 

Wir beweisen zunächst den folgenden Hülfssatz: 

Jede ganze Function f(x) lässt sich durch eine Substitution = y+h 
in eine Funetion F(y) von solcher Beschaffenheit transformiren, dass nicht 
nur F(y) selbst, sondern auch alle reellen Factoren von F(y) durchweg 
positive Coeffieienten haben. 
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Denkt man sich nämlich f(x) in seine linearen Factoren aufgelöst 
und bezeichnet mit y irgend eine reelle, ferner mit &+/i irgend eine com- 
plexe Wurzel der Gleichung f(x) = 0, so ist auch «—fi eine Wurzel dieser 
Gleichung, und man hat 

f(x) = Ic —-y).I\(2z-o)+P}. 
Wendet man nun auf f(x) die Substitution z2=y-+h an, und soll die neue 
Funetion 
F(y) = Iy+h-y).I(y+h-e)'+P, 

sammt allen ihren reellen Factoren nur lauter positive Coefficienten auf- 
weisen, so braucht man für A bloss eine positive Zahl zu wählen, welche 
nicht kleiner ist als jede positive Zahl in der Reihe der «- und y-Grössen. 
h ist somit die obere Grenze für die positiven reellen Bestandtheile der 
Wurzeln von f(x) =\. 

Versteht man unter h eine ganze Zahl, so sind f(x) und F(y) gleich- 
zeitig ganzzahlige Functionen, und jedem irreducetibeln Factor der einen ent- 
spricht ein irreductibler Factor der anderen. Man kann daher statt f(x) auch 
F(y) der Betrachtung zu Grunde legen. 

Es sei also 

F(y) = atey+ey’+.+e,y’ 
eine Function von der erörterten Eigenschaft, und nehmen wir an, dieselbe 
sei in die rationalen Factoren 
D(y) = vw+tay+ay + +a,y’ 
und 
Fy) = b+by+by + +b,_,y’” 
zerlegbar, dann sind zunächst sämmtliche Coeffieienten «a, b, e positiv. Ausser- 


dem aber bestehen zwischen diesen Coeffieienten Relationen von der Form: 
kr 

(I.) C; = Ze ub.,") ( BEE 
kV) 

Die Aufgabe der Zerlegung von F(y) in zwei rationale Faetoren ist 
somit identisch mit der Aufgabe, zwei Systeme von positiven, ganzen Zahlen 
Ay Gy Ay 22.5 Din di; day... Zu finden, welche dem Gleichungssysteme (1.) 
Genüge leisten. 

Um das System (1) in diesem Sinne aufzulösen, schreiben wir es 
zuvörderst in folgender Form: 


*) Dabei ist =0, b,=0, wenn k>», l>n—v. Auch kann man r alle mög- 
lichen Werthe von —x bis +» beilegen, wenn man festsetzt, dass c,—=0, sobald 
r<(00oder>n. 


7 


33* 
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G, = a,b, 
ker—l 
C, 4 a,.b, ,ta,b,+a,b, (r=1,2, 3, ..., 9%), 
k=1 
Setzt man ferner der Kürze halber 
k=r—1 
c—- ZZ ab_,=C, 
Kat 
so kann man das Gleichungssystem (I.) durch das folgende ersetzen: 
ü a,b, = Cy 
U.) | ea 


lab,+a,b, = C. 
Um dieses Gleichungssystem in positiven, ganzen Zahlen aufzulösen, 
bestimmt man zunächst a, und 5, als zwei positive, ganze Zahlen, deren 
Produet = c, ist. Hierauf findet man aus (II.) für r=1 die Grössen a,, b, 
mit Hilfe der Diophantischen Gleichung 
ab +ab,=Ü, = ec. 
Setzt man weiterhin r=2, so hat man 
a,b,+0,b, = O6, = ec, —ab,, 
woraus sich a, und b, als positive, ganze Zahlen bestimmen lassen u. s. w. 

Man findet so zu je zwei Zahlen «a, d, ein oder mehrere Lösungs- 
paare a,, b,, zu jedem Systeme (a,, b,; a,, b,) ein oder mehrere Lösungspaare 
a;, b, u.8. w. Je weiter man auf diesem Wege in der Rechnung fortfährt, 
desto mehr kann die Zahl der Systeme (a,, bu; a, Di; a br} ».., d,_1, D,_ı) 
wachsen; indessen können im Verlaufe der Rechnung eine kleinere oder 
grössere Zahl dieser Systeme dadurch in Wegfall kommen, dass die den- 
selben entsprechende Gleichung a,b,+a,b,= C, gar keine positiven, ganz- 
zahligen Lösungen besitzt. 

Auf diese Weise findet man sämmtliche Zerlegungen von F(y) in 
zwei rationale Factoren, und F(y) wird dann irreductibel sein, wenn sich 
ausser der selbstverständlichen Zerlegung 

Fi) = 1.(ateaytey’++c,.y”) 
keine weitere mehr auffinden lässt. 

Es soll nun ein allgemeiner Ausdruck für a, und b, aufgestellt werden. 

Damit die Gleichung (IL) in Bezug auf a, und 5b, überhaupt in 
positiven, ganzen Zahlen auflösbar sei, muss 


k=er—l 
C 


‚, = 4. s a,b,_; 


positiv und durch den grössten gemeinsamen Factor von a, und b, theilbar 
sein; andernfalls kommt das betreffende System (a, bu; A, Di; +. +, &_1 D,_1) 
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in Wegfall. Wir wollen auch annehmen, dass a, und 5, relative Primzahlen 
sind, da jeder andere Fall offenbar auf diesen zurückführbar ist. Dann giebt 


es zwei positive, ganze Zahlen «, (nämlich Zähler und Nenner des vor- 


.. a . R 
letzten Näherungsbruches von —), welche kleiner sind als a,, bezw. 5, 
0 


und für welche 
aß—b,e = +1 
ist. Nun ist es gleichgültig, welcher der beiden Factoren von c, mit a, und 
welcher mit 5, bezeichnet wird; wir wählen daher a, und 5b, so, dass 
a,ß—b,a = +1, 


und haben dann 
II.) [@ — 00,+a,k, 


ld,= PO-bk, 


4 


\ 


wo %k irgend eine ganze Zahl bedeutet. Die äussersten zulässigen Werthe 


von %k sind: | 
ne] 


0 0 


wobei unter der eckigen Klammer das bekannte Zeichen für „grösste Ganze“ 
zu verstehen ist. 
Setzt man nun 





[2]. 


0 


. EEE Ä 3C. 
und bezeichnet den Rest der Division von PC, durch 5, mit R( E ), so 


findet man: 


C, Bi C, 
es; = [4 ]-® C,—4,9 = b, -mR( ): — 4,9, 


b,= R(4-) +19, 








wo jetzt g nur noch eine positive, ganze Zahl bedeuten kann, gerade so 
wie die übrigen vorkommenden Grössen a,, bu, a 
positiv sind. 

Hätten wir k=k,„+g' gesetzt, so wären wir zu folgenden Glei- 
chungen gelangt: 


‚„ b,, «, , C, sämmtlich 


F 











ad, = —R( ar )+ag', 
(V.) 1 
b.=B6.-,| - ]-9' = r Ic, +0,R( nu „0.9. 
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Wenn endlich a, und 5b, den gemeinsamen Theiler d haben und = a..d, 
b,=bu.d, C,=C/.d ist, so sind an Stelle der Formeln (IV.) und (V.) ganz 
analoge zu setzen, in denen bloss a, d,, C, bezw. durch a,, bu, ©, er- 
setzt sind. 


Il. 


Bei der Durchführung der Rechnung in einem besonderen Falle 
handelt es sich vor allem um die Ermittelung einer oberen Grenze für die 
positiven, reellen Bestandtheile der Wurzeln von f(x@)=0. Für die nume- 
rische Berechnung ist es vortheilhaft, eine möglichst kleine Zahl als obere 
Grenze ausfindig zu machen. Der im Folgenden entwickelte Vorgang 
leistet hierbei gute Dienste. 

Zuvörderst dürfen und wollen wir voraussetzen, dass die beiden 
ersten ÜCoefficienten A,, A, in 

f(z) = Au" + A,c"""+A,2" "+. +A, 
gleiches, und zwar positives Vorzeichen haben, denn wären die Vorzeichen 
ungleich, so brauchte man nur f(—x) statt f(x) der Factorenzerlegung zu 
unterwerfen. 

Es sei nun x = g(c0sp-+ising) eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, 
deren reeller Bestandtheil ecosp positiv ist; dann müssen die folgenden 
Gleichungen erfüllt sein: 

Aug" (cosnp+isinngy)+ A,0""(cos(a—l)p-+isina—1)yp)+-+4A, = 0 
oder: 
A,0”+A,0""(e08p—isin p)+A,0""(e082p- isin2p)+---+A,(cosnp—isinny) = (0, 
demnach auch die Gleichung: 

(VI)  A,o"+ A,0"""c0sp+ A,0""c082p ++ A,cosnyp =. 
Da die beiden ersten Glieder der letzten Gleichung positiv sind, und da 
ferner die höheren Potenzen mit wachsendem Argumente rascher zunehmen 
als die niedrigeren, so wird 2=e die gesuchte obere Grenze sein, wenn 
für diesen Werth des Arguments die beiden ersten Glieder in (VI.) zu- 
sammengenommen grösser sind, als die Summe der absoluten Werthe aller 
übrigen Glieder. Da aber der absolute Werth von cosp völlig unbestimmt 
ist, so hat man für die obere Grenze die Bedingung zu erfüllen: 


(VIL) M= 4,0"—|A;|0"”—|4; le" —  —|A,| 0. 


Mit Hülfe dieser Ungleichung wird sich ein Werth für e ergeben, welcher 
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im allgemeinen kleiner ist als die obere Grenze für die Moduln aller Wurzeln, 
bei deren Aufsuchung man bekanntlich die Bedingung 

M-|A,je"' = 0 
zu erfüllen hat. 

Der Werth für oe kann jedoch in manchen Fällen noch weiter herab- 
gedrückt werden. Ist z.B. A, an und für sich negativ, so lehrt eine ein- 
fache Minimumbetrachtung, dass man der Summe M noch den kleineren 
der beiden Werthe A,0""', 2]A,|o”"" hinzufügen darf, oder, dass an Stelle 
der Bedingung (VII) jetzt eine der beiden Ungleichungen 





(VIII) M+Ao"">=>0 oder M+2|A4le"" 0 
gesetzt werden darf, und zwar diejenige, deren linke Seite kleiner ist. 
Die erwähnte Minimumbetrachtung geht von der Summe des zweiten 


und dritten Gliedes auf der linken Seite von (VI.), nämlich von 


U = A,0""c0osp— A,0”"c082p (4, =|4,|) 
aus. Diese Summe wurde in M mit dem Werthe —|A,| in Rechnung ge- 
bracht, während unter den gegenwärtigen Umständen selbst der ungünstigste 


Werth von U noch immer grösser ist als —|A,|. 


Da 
AU - n—1 ı / u \ 
— = sinp(— A,0"""-+4A;0"""C0sY) 
dp 
Sr Di BL A,o\ 
= 4A,0"""sinp\C08sp— 14} 
. D aER . . 1.o s 
ist, so hat man drei Fälle zu unterscheiden, je nachdem =—-<1, =] 


44' 
oder > 1 ist. Im ersten Falle hat U seine extremen Werthe für 


„ 4,g 
g=0, Yy=n und Y=arccos dA 


. . st [2 
wobei der letzte Werth zwischen 0 und +5 gelegen ist. Da nun 


co8sp 0, so liegt 9=n ausserhalb des in Betracht kommenden Intervalls 


4 . 7% . 
für , und es ist statt dessen 9= +, in Rechnung zu ziehen. 


Die entsprechenden Werthe von p und U sind: 
un U = A,0""— A." ; 


N 
st _) 
we U = Alo'”; 


9) 
—_ 


A A? n 
p= arcc08— e U--% 


,0m3 nt 
4A, aa te > Au". 
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U kann somit keinesfalls kleiner werden als der kleinere der beiden Werthe 
A,0""—Ao0"” und 0”. 


Ebenso ergiebt sich, wenn Ze — 1 ist, als ungünstigster Werth 
2 


= A”. 
Man hat somit in allen drei Fällen den Werth von U in M kleiner in 
Rechnung gebracht, als selbst der kleinste Werth beträgt, den U anzu- 
nehmen im Stande ist, und zwar wird der Unterschied durch den kleineren 
der beiden Werthe 
A", 24,0" 
angegeben, womit die Bedingung (VIII) gerechtfertigt erscheint. 

In ähnlicher Weise lässt sich (VII.) durch günstigere Bedingungen 
ersetzen, wenn auch A;, entweder für sich allein oder gleichzeitig mit A, 
negativ ist. In letzterem Falle z. B., wo A, <0, A,<£0, findet man durch 
Betrachtung der Summe A,o"'c0osp—| A, |o"””cos2p—| A; |e""*cos3p für 


. st . gt st 
Werthe von p zwischen O0 und +—-, dann zwischen +— und + —, dass 


— 4 I 4 I 
man (VII.) durch eine der beiden folgenden Bedingungen ersetzen SR 
(IX.) M+YV1Ao0"'"ZZ0 oder M+]4,|o"”+]4,|e"” > 0, 
wobei wieder diejenige Ungleichung massgebend ist, deren linke Seite den 
kleineren Werth hat; u. s. w. 
Il. 

Die Brauchbarkeit der vorstehenden Methode soll nun an einem 
Beispiele gezeigt werden, und zwar wählen wir zu diesem Zwecke dieselbe 
Funetion, welche Herr Runge in der eingangs eitirten Abhandlung auf 
anderem Wege in Factoren zerlegt hat. Die Function lautet: 

f(x) = 30 +72’ —102°—192°+1722° +7 12°+172— 66, 
worin der zweite Term bereits unserer Forderung entsprechend positiv ist. 

Sucht man eine obere Grenze für die Moduln aller Wurzeln von 
f(x) = 0, so findet man e=5; sucht man dagegen nur eine obere Grenze für 
die positiven reellen Bestandtheile, so braucht man nach Bedingung (VII.) 
nur bis o=4 zu gehen; macht man aber von dem Umstande Gebrauch, 
dass A, = —10 negativ ist, so genügt nach (VIII) schon e = 3. 

Die Substitution e=y-3 ergiebt dann: 

F(y) = 3y'+70y’+683y’+ 3611y?+11329y’+ 21707 y°’+24500y4+12963. 
Hier ist c, = 12963 = 1.3.29.149 auf vier verschiedene Arten in das Pro- 
duct zweier Zahlen zerlegbar, nämlich 
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1) = 3.4821, 

2) cu = 29.447, 

3) a = 149.87, 

4) c, = 1.132963, 
und die Rechnung zerfällt daher in vier Theile. Die sich mit Hülfe der 
Formeln (IV.) ergebenden Zahlen sind nachstehend zusammengestellt, wobei 
von der folgenden Bezeichnungsweise Gebrauch gemacht wird: 

Wenn sich für a, b, mehrere, z. B. v, verschiedene Werthsysteme 
ergeben, so sollen dieselben durch obere Indices von einander unterschieden 
werden, also: 

> Bi ar er 
Findet man ferner für irgend eines dieser Systeme, etwa für a), b}’, mehrere 
2. B. v, verschiedene Werthsysteme a,, b,, so sollen dieselben dadurch von 
einander unterschieden werden, dass man dem oberen Index einen zweiten 
variabeln Index hinzufügt, also: 
“> un ar Er... dr gr 


u.s. w. Hiernach kann das System a,, b, im Ganzen mit r oberen Indices 


versehen sein. 
Hier folgen die Zahlenwerthe, wie sie sich in den vier Kechnungs- 

abschnitten ergeben: 
u =4321, bb =5; 
oe ea, PP ei C ae‘, 
al) = 5286, 5 =2: Cl’ = 11135, 
900, 57 =bdb: 0” = 16882, 

=881, : 5Pu2: PO, 
a”? =4187, IP =1: C!<O. 

Da hier C, für beide in Betracht kommenden Werthsyteme der a und 5 
negativ wird, so entspricht dem ersten Falle keine Factorenzerlegung von F(y). 
u. =, b, 4A: 

er eu, 5 -15 © = 23450, 

a) =31, 5 = 367; GP = 10330, 
2) I” =2, 5 =814; 0? = 20079, 
a =15, bi = 125; G” = 1949, 
u Da: AP <O, 
a7 = 13, 59 =492: C?<O. 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 3. 34 
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Da hier 0” und C$’”” negativ sind, so kommen die entsprechenden Systeme 
der a und 5 nicht weiter in Betracht, und es bleibt nur das System a, 
bi’; as’, b5 übrig. Für dieses giebt es jedoch kein positives Werthsystem 
a; ', 5; ’, demnach liefert auch der zweite Fall keine Factorenzerlegung. 
=, a 

ea =1, BP =12; C =23450, 

al) = 151, Ur Zu 0 5 IE 

a? —=64, 5 = 172: CD = 10699, 

a) = 78, dN =-16; CP<O, (das entspr. System fällt weg.) 
= 14, 7 CP 2586, 





=], Bu ol, 
am? —= 0, 9 = 3; EI =0. 


Aus 0, = 0 folgt sofort, dass a, = b,= 0 ist. Ebenso ergiebt sich für alle 
folgenden a und b als einzige Lösung Null. 
Der dritte Fall liefert somit das Werthsystem: 
a,= 81, a, = 64, .=14,. =]; 
b,=149, 5,=172 8.9, => 38 >33. 
an lich ei 
6. #9 ui; CC = 24500, 
a? = 1, 5 = 11887: CP = 10170, 
a? =0, 5 = 24500; Ci? = 21707, 
a” =0, 55” = 10170; CP = 11329, 
ar —=1, 5 = 8744; CV = 2685, 
a7 = 0:55? = 21707: 7 = 11839, 
a” =0, 55? = 11829 CO -<O, 
er =0 Ib LO, 
a”? =0, 57 - 11389; 37 - 3611, 
a? —=0, 569 = 3611. 


Es bleibt somit auch in diesem Falle nur ein einziges Werthsystem übrig, 
welches die selbstverständliche Zerlegung F(y) =1.F(y) liefert; zugleich 
sieht man, dass die Rechnung nicht weiter fortgesetzt zu werden braucht, 
als bis sich 5, = ce, herausgestellt hat, denn wenn der eine Factor von F(y) 
vom vierten Grade ist, so kann der andere höchstens vom dritten Grade 


0 


| 


4) 





sein, und es müssen daher alle folgenden a gleich Null, alle folgenden 5b 
gleich den entsprechenden Werthen der e sein. 
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Die einzige bemerkenswerthe Factorenzerlegung von f(x) lautet daher: 
f(a) = [87+64(2r—3)+14(2 3) +(2—3)°1.[149+172 (2 - 3)+99(r— 5)’ 
+28(2—3)’+3(2—5)*) 
- (+50 + 72 -6)Br—Sr’+9Ir’+V0a+11). 
IV. 
pH 


T 


ee ‚ worin p eine Primzahl bedeutet, so ist 
zP — 


Setzt man f(x) = 


nach Bedingung (VII) o=1 als obere Grenze ausreichend, und somit 
F(y)=f(y+l). Nun sieht man leicht, dass F(y) die Form haben muss: 
F(y) = y”+py-Fı(y)+p; 
worin p =p""'.(p—1l) und F,(y) eine ganze, ganzzahlige Function des 
(p—2)-ten Grades von y bedeutet. Man hat daher 
o=9p „el, ep a=Q, Pe=l 
zu setzen, womit die Gleichungen (IV.) die Form annehmen: 





Da C,=c, durch p theilbar ist, so ist R( = (), somit db, =0 (mod.p). 
Hiernach wird aber auch 


C,=c-ab, = 0 (mod.p), 
’ x C\ ö R 
in Folge dessen R("; )=0. Aus demselben Grunde ist dann 


G=6-ab-ab,=0 (mod.p) u. 8. w. 
Diese Schlussweise gilt soweit, als noch C, durch p theilbar ist, also bis 
C,_,. Somit ist auch b, 
cienten des einen Factors von F(y) den gemeinsamen Factor p besitzen 


‚_ı durch p theilbar. Da aber nicht alle Coeffi- 


können, weil sonst auch F(y) selbst diesen Factor haben müsste, so darf 


weder b,_, noch irgend ein früheres 5 der letzte Coefficient des ent- 
sprechenden Faetors sein; oder mit anderen Worten: der eine Factor von 
F(y) kann nicht von niedrigerem als dem p’'ten Grade sein, und da F(y) 
selbst vom p’'ten Grade ist, so ist F(y), und damit auch f(x) irreductibel. 


Prossnitz in Mähren, December 1893. 










Partialbruchzerlegungen in der Theorie 
der elliptischen Funetionen. 
(Von Paul Günther.)*) 


1. 


ln Art. XX seiner Abhandlungen: „Zur Theorie der elliptischen 
Funetionen“ hat Kronecker eine neue, höchst elegante Entwickelung der 
Function sinama gegeben und aus ihr zwei merkwürdige Formeln abge- 
leitet, von denen die erste 


‚pr ‘ (—- 1)y#+# 
(? = > - 
r) m (Zu +1)K'+2uKi 


den Modul des elliptischen Integrales erster Gattung durch die beiden 
Perioden 2K und 2K'i ausdrückt, während die zweite: 
Gurt IE. au 1)# 
ER.) = An Du TEnH 
eine transcendente Relation zwischen den beiden Perioden liefert. 

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie sich diese Kroneckerschen 
Formeln in einfacher Weise aus den Partialbruchzerlegungen der elliptischen 
Functionen ergeben. Dabei wird sich gleichzeitig herausstellen, dass sie 
nur die Anfangsglieder einer Reihe ähnlicher, ihnen durchaus gleichberech- 
tieter Relationen sind, welche zwischen %, %, K und K'i bestehen. 


2. 
Im Kapitel I des vierten Buches ihres Werkes: Theorie des fonctions 
doublement periodiques (Paris 1859) haben Briot und Bouquet Partialbruch- 
zerlegungen für die Funetionen 4, « und v abgeleitet, welche, in der Jacobi- 


*) Die folgenden Bemerkungen hat mir mein allzufrüh dahingeschiedener Freund 
Paul Günther im Frühjahre 1890 mündlich mitgetheilt. Bei ihrer Redaction konnte ich 
ausserdem einige Notizen Günthers benutzen, welche mir Herr A. Gutzmer freundlichst 
zur Verfürung stellte. Paul Stäckel. 
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Gudermannschen Bezeichnung geschrieben, so lauten: 


—1)# 
( An Ei ss > - ( 7 = 
1. Kanu u— 2uK — (2u' +1)Kii 
- (— 1 )++ u’ 
2.) 'kenn u—_2uK—(2u' +I)K'i 
i r 1 )«' 
(3.) idnu = 23: Sl.‘ 


—a—2uK — (2u' +1)K'i 
die Summation ist dabei in der Art zu vollziehen. dass das Zeiehen FE mit 


+ W’ + M 
lim lm 5 y 


V-n Mn u=—M u—=—M 
sleichbedeutend ist. 
Setzt man in diesen Gleichungen der Reihe nach 
sd EN, 


so ergiebt sich nach leichter Umformung das System der neun Formeln: 





(=: *PERRE NOHBEER Sur.) chic ei He+ 
Zuk+(2u'+1)Ki ' Zuk +(2W+1)K'i 2uK +(2W+1)K'i 
a \u —— ut f Vz 41 
YA.) k one = = ( 1) ! \rrt1:4 ie —— > ( , 1) ! \ırt- ik — > x \ > 1) f 9% 
Zu+l)k+(2u'+1)Ki (2u +1)K+(2u'+1)K'i Zu +1)K+(2W+1)K' 
1-23 ar = I. chi = 5 (1) 
(2u+1)kK+2wWK'i ' (2u+1)h+2ukKii ' (2u+1)K-+2u'K': 


Die Formeln für ök und ö gehen nach Division mit ö in Kroneckers 
Formeln (B”.) und (R.) über. Ihnen sind aber als durchaus gleichberechtigt 
die Formeln für 4, i#, 1 und 4 hinzuzufügen, während die Formeln, bei 
welchen links 0 steht, wie es ja auch von vornherein zu erwarten ist, 
identisch bestehen; denn zu jedem Gliede der Summen auf der rechten Seite 
gehört ein zweites, welches von ihm nur durch das entgegengesetzte Vor- 


zeiehen unterschieden ist. 


Durch Differentiation nach x erhält man aus den Partialbruchzer- 


legungen von Briot und Bouquet: 


(4,) kenu.dnu = I Bed ac 
Er 7 [u—2uk —(2u’+1)K'i]? ' 


(— 1) ra’+1 


in . 

(9.) —ikdnu.snu = 2 | na 

aa? u— 2uf— (2u +1)K'i]? 
x 12 — 1)a’+1 

(6.) —ik’snu.cnu = 2 -— + 


u—2uK —-(2u' +1)K'i? 
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Setzt man in diesen Gleichungen wiederum 
-0, K, K+K'i, 


so ergeben sich abermals neun Formeln, von denen jedoch sechs reine 
Identitäten sind. Die übrig bleibenden drei Formeln lauten: 





u ; Ger u 
7 [20 K+(2u’+1)K'i]? 
j \ —1)#tu' 
(3, — kk — =; ——— ( — 
ug [Cu +DK+@w FIR"? 
i — ]je +1 
—E u.» ( 5 
Qu+l)K+2u'K'i]: 


4, 


Zu den Formeln (8.) gelangt man auch, wenn man nach dem 
Mittag-Lefflerschen 'Theoreme Partialbruchzerlegungen für die Ableitungen 
von snu, cnu und dnu herleitet. 

Es ist zunächst: 





3. A a Zi 
du ae Yua—2uK—(2u'+1)Ki? [2uK+(2u' +1)K'i]’ | r 


denn die Summe ist eine doppeltperiodische Function von «, welche für 
a=(0 verschwindet. Hieraus erhält man durch gliedweise Tr 


N an, . Flat oc... a (ZIP. 
ksnu = Er i 2uk + (2u' + Ki er [2uK + (2 + 3 


Wird nunmehr die Anordnung der Summation so genommen, dass 


JR] 1 + ku. 


; B +M +M 
= = lmlim 5 5 
N=x M—=o U=—M u'=—M’ 


ist, so convergiren die einzelnen Theile der Summe für sich, und da das 
zweite Glied die Summe Null ergiebt, kommt die Gleichung: 

-% [Ha = 

2 a ai a PR 
7) ksnu uk On HR 4 u(Z Su er AIR]: + k)- 
Nun bleibt das erste Glied rechts ungeändert, wenn a um 4K vermehrt 
wird, folglich verschwindet der Coeffieient von «, und es ist 


IN a er 
Gi = << uk +Q2u +1)K'i]® 
Weiter hat man: 
denu (- ete +1 (= 1ete+! ' 


(8) ik = 5 ilch, 


u a Ir 2uh- (Zu +1)K'i [Au DE+ZwW HE 
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denn die Summe ist eine doppeltperiodische Function von x, welche für 
«= K verschwindet. Hieraus erhält man durch gliedweise Integration: 


, i i utu' (—1)#+ a’+1 
ikenu — en ») C ” N Ber ») , Sy . 
a u—Zuh— (Zu +l)Ki (2u—1)k+(2u + 1)ki 
— 1\et#’ (ua—K EIERE \ 
4 ( 4 N ) as, —thk (u—K). 
(2u—1)K-+(2u'+1)K'i]’ | 
Wird nunmehr die Anordnung der Summation in der früheren Art vorge- 
nommen, so convergiren die einzelnen Theile der Summe für sich, und da 
das zweite Glied der Summe herausfällt, so ergiebt sich die Gleichung: 
/ vg ne) a 
-(u—K a ”; - - wort 
+ \ 2u—1)K +(2#+1)K'i]’ 


w; 


(—1)* + u 


8") ih == 
e). Se u— 2uK — (2u'+1)K'i 


— ikk' ) . 
folglich ist: 


ARE . u 
De | 
(B..) eh [Cu +) K+ Qu’ +1)K']’ 


Endlich findet man: 
. ddnu (— 1)#'+! (—1)e't! 
(9.) er er > N , 2 aM en 1) uf in, 
du aa Tu—2uk —(2u'+1)K'i] ((2u—1)K+2u'K'i) 
denn die Summe ist eine doppeltperiodische Funetion von «, welche für 
a= K+Ki verschwindet. Gliedweise Integration ergiebt: 
(— 1)“ - (1) +! 
-Zuh—Q2u +HI)Ki Qu—1)K+2u'k'i 
(— 1)“.(u— K—K'i) ı 
7 TEu—1)K+2u'K'i]’\ 
Hieraus folgt bei der früheren Anordnung der Summation: 
i Pr — ])# R N Me), ‚N 
(9*,) idnu = Z- ( -+(#— K—Ki) 2 | . k'), 


u—2uh —(2u' +1)K'i (Zu—1)K+ 2u'K'i]’ a: 


idnu = > 
‚tu- 


U,du 


’ 


— k(u—-K-Ki). 


mithin ist: 


ä : — 1)Je +! 
(B,. = = Z ( i. 
Sr) [2u+1)K+2u'K'i]’ 


b. 
Zum Schluss sollen die Quadrate der Funetionen snu, enu und dnu 
zur Herleitung von Relationen der betrachteten Art benutzt werden; dabei 
genügt es offenbar, wenn man sich auf sn’ beschränkt. 
Das Mittag-Lefflersche T’heorem liefert dann die Partialbruchzerlegung: 


? 2 1 | ' 
10. Konu= 5! Bi 5, en 5 
a IT m Eau FIRO? Ton +@a IR] 








f r N 
(®.) 
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und hieraus findet man die Formeln: 





? ) 1 1 (—1yet 
k — % w-. — Te Y Womaee — al = BR: = “A 
' m [Qu +DK+Qw + [Pakt +) [ah +Qu’+1)K'i]’ 
h?= | RT - = 5: a 
zu [@a+ DK+2W Ri] [But dE+2wW HEN ut K+u Ni]? 


von denen die erste entsteht, indem man in Gleichung (10.) «=K setzt, 
während sich die zweite dadurch ergiebt, dass man in derselben Gleichung 
a=K+Ki setzt und aus der so hervorgehenden Darstellung der Einheit 
mittelst der Relation 
kK+k"=|1 

die Grösse #4” berechnet. Es ist noch zu bemerken, dass bei den Formeln 
(&.) die Anordnung der Summation gleichgültig ist, was bei den Formeln 
(A) und (®.) nicht der Fall war. | 

Es wäre leicht, die Anzahl dieser Formeln noch zu vermehren, denn 
berechnet man vermöge des Mittag-Lefflerschen Theorems die Partialbruch- 
zerlegung irgend einer rationalen Function von snu, cnu und dnu, so braucht 
man bloss 

a=(, K, K, K+Kki 

zu setzen, um Relationen zwischen 4, K und K’i zu erhalten, welche den 
Formeln (U.), (B.) und (E.) an die Seite zu stellen sind. 








Theorie der An- und Umläufe 
und Auflösung der Gleichungen vom vierten, fünften 
und sechsten Grade mittelst goniometrischer 
und hyperbolischer Functionen. 


(Mit einer Figurentafel. 


(Von Herrn W. Heymann in Chemnitz.) 


Il. Die Methode. 


D:. zur Anwendung kommende Methode ist eine analytisch geome- 
trische, deren Grundzüge ich an anderer Stelle*) entwickelt habe. In vor- 
liegender Abhandlung werde ich meine früheren Untersuchungen nur streifen, 
bezüglich vervollständigen. Als eigentlich »ex tritt die trinomische Gleichung 
geraden Grades und der in der Ueberschrift bezeichnete Gegenstand auf. 

Die Auflösung jedweder Gleichung 


(1.) F(z) = 0 
kann zurückgeführt werden auf die Ermittelung der reellen und imaginären 
Schnittpunkte zweier Curven 

(2.) be, y)=V), Fa, y)=0, 
deren Gleichungen nur an die eine Bedingung gebunden sind, dass die 
Elimination von y die Gleichung (1.) ergiebt. 

Denkt man sich die Gleichungen (2.) auf ein orthogonales Coordi- 
natensystem bezogen und beschreibt zwischen beiden Curven einen ge- 
brochenen Zug, dessen geradlinige Elemente abwechselnd parallel der einen 
und anderen Coordinatenaxe laufen, und dessen Breehpunkte abwechselnd 
auf der einen und anderen Curve liegen, so erhält man entweder einen An- 
lauf oder einen Umlauf, welcher gegen den etwa vorhandenen reellen Schnitt- 


*) Zeitschr. f. Math. u. Phys., XXXIX. Jahrg. „Ueber die Auflösung der Gleichung 
vom fünften Grade.“ — Diese Arbeit werde in der Folge kurz durch (A.) eitirt. 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 4. 30 
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punkt convergirt. (Fig. 1 und 2.) Das eine oder andere findet statt, je nach- 
dem in der Umgebung des Schnittpunktes die den beiden Gleichungen (2.) 


. dı . . ' \ e 
entnommenen Ableitungen I gleiche, beziehentlich verschiedene Vorzeichen 


haben. Es versteht sich von selbst, dass ein solcher Lauf im allgemeinen 
in passender Nähe des Schnittpunktes begonnen werden muss, und dass die 
Curven innerhalb des in Betracht kommenden Gebietes als stetig vorauszu- 
setzen sind. 

Des weiteren wird es sich nun darum handeln, die auf einander 
folgenden Brechpunkte jener Läufe analytisch zu bestimmen. Bezeichnen 
wir die Coordinaten derselben durch x, y,, (k=0, 1, 2, ...), so wird Punkt 
%;, Y, dem Schnittpunkt x’, y' um so näher liegen, je grösser k gewählt 
ist. Hierbei ist angenommen, dass die Fortschreitungs- resp. Drehrichtung 
des An- resp. Umlaufes in einer nicht misszuverstehenden Richtung gewählt 
wird, die überdies später analytisch festgestellt werden soll. 


a) Bestimmung der reellen Schnittpunkte. 


Für die Berechnung der Coordinaten der Brechpunkte muss voraus- 
gesetzt werden, dass die Gleichungen (2.) durch einen Eliminationsprocess 
in die Gestalt 


8.) y=y(e) und y=y(e) 
gebracht werden können, und dass diese Gleichungen auch umkehrbar seien. 
Die inversen, nach x aufgelösten Formen mögen durch 


(4.) z=gp(y) resp z=w(y) 
bezeichnet werden. 

Ist eine solche Darstellung, die allerdings die Allgemeinheit des 
Problems wesentlich beeinträchtigt, möglich, dann lassen sich die Coordi- 
naten x,, 9, durch eine Kettenentwiekelung unmittelbar angeben. Liegt 
nämlich der willkürlich angenommene Anfangspunkt x,, y, des convergiren- 
den Laufes auf Curve vw, so hat man sowohl für einen Anlauf als auch 
für einen Umlauf 

Yzyıo, BSpYy=p Yo, YızYya=yp'vz, 
= pyyayıyvp'yvn=|pyn]), ... 
und allgemein 


AN BER k 
(9) I.= Ip wa,|‘ ), Y. = Win 
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wobei der Index (A) angiebt, wie oft die Operation g'w wiederholt wurde. 
oder anders ausgedrückt, wie oft die Periode p’'w vorhanden ist. — Liegt 
jener Anfangspunkt x,, y. auf Curve 9, so vertausche man einfach das 
Symbol % mit w. 

Um analytisch zu entscheiden, ob das eine oder andere eintritt, setze 
man fest, dass die Läufe stets in der Abseissenrichtung zu beginnen sind. 
Der Anfangspunkt des convergenten Laufes befindet sich dann stets auf der 
weniger steilen Curve, also genauer gesprochen, auf g resp. w, je nachdem 
absolut genommen 


(6.) =, @=n) 
Hierbei ist vorausgesetzt, dass x,, %, dem Schnittpunkt =, y bereits so 
nahe liegt, dass obige Ungleichung für alle Werthe x zwischen x, und x 
bestehen bleibt. 

Hat man nun die Kettenentwickelung bis zu einem gewissen x, fort- 


gesetzt, so wird ve, = y, von 


92 = pl" va)” = ylpya]” = ya. =y-, 
um so weniger verschieden sein, je grösser k gewählt wurde. Es kann also 


(.) PIL,—- WE, = 4,—/ 9, > Ö 


durch ein hinreichend grosses k im allgemeinen beliebig klein gemacht 


werden, so dass für ein verschwindendes d die unendliche Kette x,, (k = ®) 
eine reelle Wurzel der Gleichung 


(8.) plz) ya) = V 
darstellt. Für endliche %k zeigt die Ordinatendifferenz d die Grösse des 


Fehlers an, der durch Eintragung der Abseissen x, in die linke Seite der 
Gleichung (8.) verursacht wird, 


b) Indifferente Umläufe. 

Eine wesentliche Unterbrechung der Convergenz kann bei Umläufen 

eintreten, dann nämlich, wenn diese nach einem oder mehreren vollen Um- 

gängen in sich zurückkehren. Solche Umläufe mögen indifferent genannt 

werden. (Fig. 3 und 4.) 

Der im Punkte z,, %, begonnene Umlauf kehrt nach einem vollen 
Umgang oder nach zweien, dreien u. 8. f. in sich zurück, je nachdem 

=, DD, Hei 94 Duty 

35” 
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und dem entsprechend unterscheiden wir indifferente Umläufe erster, zweiter, 
pter Ordnung. Am häufigsten treten diejenigen erster Ordnung auf (Fig. 3), 
und die analytische Bedingung für ihr Erscheinen ist wegen &,=2;, je 
nach der Drehrichtung, 


= piyvpiyz, ode vewigwigz,. 


Wird hier die Operation w”', resp. p'w beiderseits vollzogen, so ergiebt 
sich in beiden Fällen 


(9.) vom = p’'yva, 
und damit redueirt sich die Kettenfunetion (5.) auf &,= x, oder &,= x, je 
nachdem % gerade oder ungerade ist, d. h. sie oseillirt zwischen den Werthen 
x, und x.. 

Jeder indifferente Umlauf, der ein endliches Gebiet umschliesst, stört 
die Kettenentwickelung nicht mehr, sobald ein neuer Anfangspunkt x, Yı 
innerhalb des betreffenden Gebietes angenommen wird. Der in diesem 
Punkte neu begonnene Umlauf convergirt dann in der einen Drehrichtung 
nach dem im Innern des indifferenten Umlaufes vorhandenen Schnittpunkt. 
In der entgegengesetzten Richtung würde er in den indifferenten Lauf über- 
gehen. (Fig. 3.) 

Es kann jedoch vorkommen, dass sich mehrere indifferente Umläufe 
centrisch umschliessen, (vgl. die betreffende Untersuchung in Abhandl. (A.)); 
solchenfalls muss der Anfangspunkt x,, Yy. innerhalb desjenigen Umlaufes 
verlegt werden, der sich dem Schnittpunkt x’, y' am meisten anschmiegt. 

Für die Berechnung der Anfangsabseisse x, eines indifferenten Um- 
laufes ist es zweckmässig, die Gleichung (9.) zu spalten in 


(10) n=wigs=B) ud n=pyi= Po, (d=a) 


und die reellen Schnitte des Curvensystems PD, Y aufzusuchen. Man ge- 
winnt so nochmals die Schnittpunktsabseissen des Curvensystems 9, w; alle 
weiteren reellen Lösungen führen zur Bestimmung der indifferenten Umläufe. 
Was die erste Behauptung betrifft, so wolle man beachten, dass jeder reelle 
Sehnittpunkt «', y’ zweier Curven g, y als ein unendlich kleiner indifferenter 
Umlauf angesehen werden kann. Uebrigens folgt auch analytisch, dass 
jede Wurzel der Gleichung 
y(a)—w(z)=0 der Gleichung wyla)—y"w(e) = 0 


genügen muss, denn letztere redueirt sich für = w auf die Identität x = x. 
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Einem indifferenten Umlauf pter Ordnung im System y, w entsprechen 
2p Sehnittpunkte im System 2, 7, denn die 4» Brechpunkte des Umlaufes 
sind durch 2p Abseissen bestimmt, und eine jede derselben kann als An- 
fangsabseisse gelten. — Sind &’ und &’ zwei Abseissen, welche einen in- 
differenten Umlauf erster Ordnung abgrenzen, so bestehen die simultanen 
Gleichungen 

HE)I=WE), PE)= WE), 
also ist 


! 


& se w'pE su, ws, 
was auf (9.) zurickkommt. 
Bestimmt man die indifferenten Umläufe erster Ordnung des Systems 
(10.), so gelangt man zu der Gleichung 
vd — db! y 
oder in den ursprünglichen Symbolen %, w geschrieben, zu 


v’oy’'p= pvp 
d.h. zur Bedingungsgleichung für die indifferenten Umläufe zweiter Ord- 
nung des Systems p, w. Demnach führt die Betrachtung der indifferenten 
Umläufe höherer Ordnung auf die niederer Ordnung zurück. 


1 
y 
y 2 


c) Polareoordinaten. 
Vertauscht man in den Gleichungen (3.) die Paralleleoordinaten x, y 
direet mit Polarcoordinaten @, r, also 


(11.) r=g(0) und r=w(®) 


); 
so entsprechen diesen Gleichungen natürlich wesentlich andere Curven. Die 
Elemente der Läufe sind abwechselnd Kreisbögen und Gerade. (Fig. 5.) 

Bezeichnet man den Winkel zwischen r und der zu r gehörigen 
Curventangente mit o und setzt fest, dass einem abnehmenden o eine 
Drehung der Tangente um den Berührungspunkt im Sinne der Uhrzeiger- 
bewegung entspricht, so ist 


dr r' 
rn == — 
cig O 


r dO r 
Bezeichnet o im besonderen die erwähnte Tangentenabweichung für die 
Curve , o, aber für w, so wird die Bedingung für eine Berührung 


dig dwy 
gdd wdö ’ 


o=0, d.h. 
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für einen supplementaren Schnitt 


dp dy 

Fa= 180", dh — = - I. 

o+0,=180", d.h ad vd 

Letztere Bedingung sagt aus, dass die Tangenten der Curven y, vw zu 
beiden Seiten von r um gleiche Winkel abweichen. — Der Ausdruck 


„supplementarer Schnitt“ ist nur mit Rücksicht auf die Winkelsumme 
o+0, gewählt. Bei rechtwinkligen Coordinaten werden wir uns gleichfalls 
desselben bedienen, wenn +7, = 180”, unter 7 und 7, die Abweichungen 
der Tangenten von der positiven Abseissenrichtung verstanden. Es sei vor- 
ausgeschickt, dass jener Schnitt insofern interessirt, als in seiner unmittel- 
baren Nähe die Drehrichtung der Umläufe unbestimmt wird, wie durch Be- 
trachtung der Tangenten unmittelbar einleuchtet. 

Da für den Berührungspunkt wie für den supplementaren Schnitt 
p=y wird, so redueiren sich obige Bedingungen auf 


i dp dıy dp dıy 
(12.) re EEE a 'acrYr er: 


Dr 7 


d. h., sie lauten genau so wie die entsprechenden Bedingungen in recht- 
winkligen Coordinaten. Genau wie dort beurtheilt man auch, ob ein An- 
oder Umlauf stattfindet, danach, ob die Ableitungen p' und w' gleiche oder 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. 

Die Bedingung für das Auftreten eines indifferenten Umlaufes pter 
Ordnung ist 4, = ®,,. 

Man übersieht, dass sich hier trotz des veränderten geometrischen 
Bildes an den analytischen Vorgängen, besonders aber an der Kettenent- 
wickelung nichts ändern kann. 


d) Bestimmung der imaginären Schnittpunkte. 
Um die complexen Wurzeln von 
1) F(z) = 0 

zu erhalten, setze man 

cz = u+iv (= YZ1) 
und erhält 

blu, v)HiPlu, ve) =. 
Die Aufgabe läuft daher auf die schon erörterte Bestimmung der reellen 
Sehnittpunkte der Curven 
2) Pu, v)=0, Pau, v)=0 

hinaus, 
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Ist F(x) speciell eine rationale Function mit nur reellen Üoeffieienten, 
so denke man sich jedes Paar conjugirter Wurzeln der Gleichung (1.) in 
eine quadratische Gleichung 

a +sc+Ht = 0 

zusammengefasst. Die reellen Coefficienten s, £ derselben hängen dann von 
einer Resolvente ab, die im allgemeinen nicht mehr algebraisch gelöst 
werden kann. Um zu jener Resolvente zu gelangen, beachte man, dass 
die linke Seite der letzten Gleichung trinomischer Factor von F wird, oder, 
was vielleicht hier zweckmässiger ist, man redueire die Gleichung (1.) 
mittelst der quadratischen Gleichung successive au! 

Fa)= Ps, O+rPls, d=0. 
Dieses zerfällt in 

2) 2, D=0, #6, D=0, 


und hieraus könnte eine Resolvente in s oder £ abgeleitet werden. Indessen 
gehören bereits die Gleichungen 2°) wieder zu dem Fall, der unserer Be- 
trachtung überhaupt zu Grunde liegt. 

Nach obiger Darstellung findet schliesslich zwischen der Berechnung 
der reellen und complexen Wurzeln ein prineipieller Unterschied nicht statt. 
Wir wollen uns deshalb nur mit ersteren beschäftigen und die Eigenthüm- 
lichkeiten unserer Methode an einem möglichst einfachen Beispiel, der 
trinomischen Gleichung, auseinandersetzen. 


II. Die trinomische Gleichung. 
a) Die Normalformen. 
Die allgemeinste Form einer solchen Gleichung ist 
(13.) 2’ +as#’+b = (, ("> p») 


unter a, b beliebige reelle Zahlen, unter », p ganze positive Zahlen ver- 
standen. Man darf voraussetzen, dass » und p keinen gemeinsamen Theiler 
besitzen, überdies noch, dass p stets ungerade ist. Denn sollte p gerade 
sein, mithin » ungerade, so kann die Gleichung (13.) mittelst der Substitution 


1 . ° . 1) . D 
3 = — in eine andere derselben Form transformirt werden. bei welcher 


die ungerade Zahl a—p an Stelle von p tritt. Je nach dem Vorzeichen von 
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a und 5b unterscheiden wir folgende vier Fälle 

oe) 2"+as#+b = (, 

P) 2"—-ar+b = (, 

y) "+as#—b = (, 

0) 2—-asr—b = (, 

wo nun a, 5 durchaus positiv, n gerade oder ungerade, p ungerade, 
n > p ist. 

Ist n gerade, so würde durch Vertauschung von z mit —z Gleichung 
in 5) und y) in d) übergehen. In diesem Falle betrachte man also nur 
und 0). 

Ist n ungerade, so würde bei der gleichen Vertauschung «) in y) 
und ?) in Ö) übergehen. In diesem Falle betrachte man nur y) und 0). 


Substituirt man weiter 
1 1 n 


s=a"? zr, ba "?’= os _=r, > 
p 


so hat man, wenn » gerade, die beiden Normalformen 
(IP) #-ate = 0, 
02 X —-ı-ce=(, 


(14.) 





a8 
N 7 








(15.) 
und wenn » ungerade ist, 
(16.) (y) d+2-e=0, 
19) e—-1-ce=(, 
wobei ce eine beliebige positive Zahl bedeutet. 
Wir spalten nun die Gleichungen (15.) und (16.) in 
(17.) y=« 
und 


(18.) P) y=ı-c, resp. y) y=c-z, resp. !)y=r+ec 
und betrachten sonach den Schnitt einer höheren Parabel (17.) mit einer der 
(reraden (18.). Betreffs der Parabel sei Folgendes erwähnt. Dieselbe be- 
sitzt zu beiden Seiten der Y-Axe zwei congruente Zweige; im Coordinaten- 
anfang O findet zwischen der Curve und der X-Axe mindestens eine Be- 
rührung erster Ordnung statt. Ist » gerade, so liegen die Curvenzweige 
beide über der X-Axe, ist » aber ungerade, zu verschiedenen Seiten der- 
selben, und in letzterem Falle besitzt die Curve in O einen Inflexionspunkt. 
Es ist wichtig zu bemerken, dass sich diese charakteristischen Merkmale 
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nur wit n, nicht aber mit p ändern, sobald daran festgehalten wird, dass p 
ungerade und p<-n ist. Sonach bietet die Untersuchung des Falles, wenn p 
eine beliebige ungerade Zahl ist, nicht mehr Schwierigkeiten, als wenn p=1. 

Da wir den Fall, wo » ungerade und p=1, bereits in Abhandlung 
(A.) erledigt haben, so betrachten wir an dieser Stelle Gleichung (17.) nur 
in Verbindung mit (15.), also 


(y=d =yle), 
\ y=ı-c=w(r) 


(19.) 


und 
(y-7 =yGa) 


20. 
er. \y=2+c= v(e), 


. . “.» - n . . I a. 
wo ce beliebig positiv und r = 7 ei unechter Bruch ist, dessen Zähler 


positiv und gerade, dessen Nenner positiv und ungerade angenommen wird. 

Der Fall, wo » ungerade und p gerade ist, welcher also, wie eben 
erwähnt, ausgeschlossen werden kann und soll, bietet bei direeter Inangriff- 
nahme nach den früheren Prineipien immerhin manches Neue. Die Curve y 
wird hier eine Neilsche Parabel höherer Ordnung, und die doppelte Dar- 
stellung jeder reellen Wurzel der trinomischen Gleichung, einmal in der 


1 4 0) . * . 1) 
Form 2 =, dann = B, wo A und B Kettenfunctionen sind, liefert zu- 


A b 
gleich ein Mittel zur Vergleichung dieser Trranscendenten. 


b) Schnittpunktsbestimmung für die Curven 


(19.) y-t=-=9 wnıd y=2-c=y. (=*) 
Man constatire zunächst, dass höchstens zwei reelle Schnittpunkte 
vorhanden sein können (Fig. 6.). Dieselben fallen zusammen, wenn 
dp _ dw 
de de’ 


die Abseisse des Berührungspunktes wird 


1 Yy 


(21.) oe” 


und dem entsprechend ist 


r pP n 
Men n—p 


(22.) c® =(r—1)r "= (n-p)p”"”n "? = 
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n 4 
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oder auch 


wobei 
(23.) I = n’c"?—(n—p)"?p’ 
die Diseriminante der trinomischen Gleichung vorstellt. Zwei reelle Sehnitt- 
punkte sind demnach vorhanden, wenn #<{0. Dieselben werden beide 
durch Anläufe erreicht. 
Der Anlauf gegen x, y' beginnt auf der Parabel p, die Abseisse 


seines Anfangspunktes ist etwa ,=0 oder &,=c, und die entsprechende 


convergente Kettenentwickelung wird 
1 


r 
/ 





24)  d=lyi unnl e- +Vchai, a 


Der Anlauf gegen x”, y" beginnt auf der Geraden w, die Abseisse seines 
Anfangspunktes ist di z&,=1, weil sicher 2’ <<], so lange e von Null 


verschieden ist, und die entsprechende convergente Kettenentwickelung wird 


r 











3) «"=-[p'ya]® = ee an 


Als Anfangswerth kann in beiden Ketten (24.) und (25.) auch die 
Berührungsabseisse 2, = x” aus (21.) gebraucht werden. Diese Wahl er- 
scheint nicht nur einheitlicher, sie ist unter Umständen auch zweckmässiger. 
Obige Kettenwurzeln haben nämlich die Eigenthümlichkeit, für einander 
nahe liegende Schnittpunkte schwach zu convergiren. Jene Erscheinung 
findet sich, wie schon Gauss bemerkt hat, überhaupt bei convergenten un- 
endlichen Processen, durch welche nahezu gleiche Wurzeln einer Gleichung 
dargestellt werden. Sind also die beiden reellen Wurzeln der trinomischen 
Gleiehung wenig von einander verschieden, so beginnen wir wenigstens die 
Anläufe mit einem x,, welches dem gesuchten z’ und x’ um so näher liegt, 
je schwächer die in Aussicht stehende Convergenz sein wird. 

Allerdings ist durch die Wahl @,= x” nicht mehr ersichtlich, ob der 
Lauf auf Curve g oder w beginnt, denn die entscheidende Bedingung 


pa) Z va) 


versagt gerade jetzt. Es ist also nothwendig, diese Ungleichung für be- 
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nachbarte Punkte zu betrachten, wie oben bei der Einführung von / ge- 
schehen ist. 

Ich möchte mir erlauben, hier noch auf eins aufmerksam zu machen. 
Kettenwurzeln, wie die unter No. (24.) und (25.), sind schon öfters be- 
trachtet und zur Auflösung trinomischer Gleichungen benutzt worden *), 
meines Wissens aber stets ohne geometrische Interpretation. Daher ist es 
auch gekommen, dass man kein Kriterium dafür hatte, wann die eine Ent- 
wickelung (24.) oder wann die inverse (25.) gilt, d.h. convergent ist, und 
welche Wurzel der Gleichung durch die Kette eigentlich dargestellt wird. 
Die empfindlichste Lücke, die man bisher gelassen, ist aber die, dass der 
Anfangswerth x, nie angegeben oder wenigstens innerhalb gewisser Grenzen 
festgesetzt wurde. 

Eine Kettenwurzel wie 


Se -0+.-+V2e 
führt allerdings nach einmaliger Potenzirung auf 

x —cH+c = (0: 
sie ist aber trotzdem ohne Angabe des Anfangswerthes x, völlig sinnlos. 
Vom geometrischen Gesichtspunkte aus ist unmittelbar gewiss, dass ein 
Anfangswerth z,, wie in (29.), einzuschalten ist, und zwar muss er positiv 


und grösser als =’ sein, wo x’ die durch (24.) dargestellte kleinere Wurzel 
der trinomischen Gleichung bedeutet. 


ec) Schnittpunktsbestimmung für die Curven 
(20.) y=2"=gy(2) und y=r+ce=v(e). (r = - ) 
Man constatire zunächst, dass höchstens zwei reelle Schnittpunkte 
xz', y' und x”, y'' vorhanden sind und dass, so lange ce >0, die eine 
Abseisse x" immer positiv, die andere =" negativ ist (Fig. 7), Der Punkt 
x", y' wird stets durch einen Anlauf erreicht, der Punkt x, y’ durch 





j : dyı ö ’ de 
einen Umlauf, denn es ist = 1, also positiv; dagegen ist 3, us 
positiv, resp. negativ, je nachdem = positiv oder negativ ist. 
*) Vergl. S. Günther, Die Lehre von den Hyperbelfunetionen, S. 75. — Ebenda 


findet man auch reichlich diesbezügliche Litteraturangaben. 


36 * 
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Der Anlauf gegen Punkt x”, y" beginnt auf der Geraden w, die 
Abseisse seines Anfanges ist etwa =,=0 oder irgendwelche positive Zahl, 
die von x" nicht unnöthig viel verschieden ist. Theoretisch besonders be- 
rechtigt erscheint indessen der Werth 





(21.) =) = (=) fa 


wie wir ihn im vorigen Abschnitt als Berührungsabseisse fanden. Aehnlich 
wie dort lautet auch die zugehörige Kette, nämlich 


r 





(25°.) = [p"ya,]|® = Ver Ve 7% SFR (=: 


und hier hat sich nur das Vorzeichen von ce geändert. 

Zur Bestimmung des Umlaufes um Punkt x”, y’’ wird es nöthig, 
die Coordinaten des „supplementaren Schnittes“ zu ermitteln. Wir verstehen 
darunter jenen Schnittpunkt der Curven g und w, für welchen ihre Tan- 
genten gegen die Abseissenaxe derartig geneigt sind, dass die im gleichen 


Sinne gemessenen Neigungswinkel sich zu 180° ergänzen. — Vergl. auch 
Abschn. Il, e). — Die analytische Bedingung für das Eintreten eines solchen 
Sehnittes ist 

dg _ _ dw 

dx dx ' 


woraus die Abseisse 
pP 


PS. 
TI 


folgt, und dem entsprechend wird 


2. 


fs 
\ 


pP n 





27) =D eat tz, 
oder auch # 
dI=N, 
wobei 
28.) 4 = wert, 


ein Ausdruck, der sehr an ;die Diseriminante der trinomischen Gleichung 
erinnert. 

Die Umläufe um den supplementaren Schnitt z, y convergiren um 
so schwächer, je näher sie demselben kommen; in unmittelbarer Nähe wird 
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der Umlauf indifferent und seine Drehrichtung unbestimmt. Wenn e<e, 
d.h. #+<-0, so ist der eonvergente Umlauf rechts drehend und beginnt auf 
Curve y; wenn e>c, d.h. #>0, so ist derselbe links drehend und be- 
ginnt auf w (Fig. 8.). 

Dem entsprechend haben wir folgende convergente Ketten 


1 


Tr 1 ER 
EN 1 
29) "= [(wtyn]® = —-|c— VE A<0 


/ 1 


(30.) 2" = [-gp"'va,® = WITT, d>o 








Im allgemeinen kann man in beiden Kettenwurzeln =,=0 an- 
nehmen; der besondere Fall, bei welchem ein endlicher indifferenter Um- 
lauf die Convergenz stört, wird im nächsten Abschnitt erörtert. — Anderer- 
seits empfiehlt sich für x, auch die Abseisse x des supplementaren Schnittes, 
besonders aber dann, wenn =’ von x wenig abweicht. 

Wir unterlassen es, an diesem Orte Zahlenbeispiele zu geben, weil 
wir solche reichlich in Abhandlung (A.) mitgetheilt haben. Betreffs der 
praktischen Ausführung sei nur erwähnt, dass es in complieirten Fällen 
nicht zweckmässig ist, die Kettenfunetion explieite anzuschreiben. Man 
stellt besser Tabellen auf, aus denen die aufeinander folgenden Coordinaten 
der Brechpunkte der Läufe, &,, y, (k=0,1,2,...), ersehen werden können, 
und die dann leicht die Beurtheilung der Fehler gestatten. 

Die Zahlen der Tabellen ergeben sich stets aus dem Gleichungssystem 


= y"(y), y=wla), 
oder aus dem inversen 


z=yviy), 2=g@) 
Die zweite Gleichung jedes Systems beginnt den Process mit einem be- 
stimmt festgesetzten Anfangswerth x. Als Anfangswerthe gelten im all- 


gemeinen alle reellen Zahlen, welche den Gleichungen 


dp _ dw 
Ya)-yv(z)=0 und Fra dr a 0 


’ 


(bei verschwindendem / oder £) gleichzeitig genügen können, oder anders 
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ausgedrückt, alle Abseissen, die zu den Berührungspunkten, resp. supple- 
mentaren Schnitten gehören, welche von den Curven und w möglicher- 
weise gebildet werden können. 

Berücksichtigt man auch die Mehrdeutigkeit, die in den Functions- 
zeichen 9, w, p', w' etwa liegen kann, so gelangt man thatsächlich zu 
allen reellen Wurzeln der Gleichung 


(8.) Have) = 0. 
d) Indifferente Umläufe im Curvensystem 
(20.) y=27=y(e) wmd y=c+c=v(e). (=) 


Die Bedingung, dass der in einem gewissen Anfangspunkte x,, y, be- 
gonnene Umlauf indifferent von der ersten Ordnung ist, war m = x, d.h. 


9.) v’ym = p’yan 
also für unser Beispiel (20.) 

(31.) 2 —c = Vaute. 
Um die reellen Werthe von x, zu finden, welche dieser Gleichung genügen, 
betrachten wir die Schnittpunkte der Curven 





(32.) n=®—-c=2&) wd n=Ve+te= Fü), (= 2) 
wobei also PD=w"'y, ?=g"w, die bekannten Perioden sind. Hier treten 
nun in verschiedenen Lagen zwei Parabeln auf, die offenbar der früheren 
y= x congruent sind. 

Constatiren wir zunächst, dass für ein gewisses ce Berührung statt- 
finden muss. Indem wir uns (Fig. 9) den Parameter ce abnehmend denken, 
rückt Punkt 2 dem Punkt 3 näher; in ganz demselben Maasse nähert sich 
aber auch Punkt 4 dem Punkt 3. Hieraus schliessen wir, dass genannte 
drei Punkte in einem einzigen zur Coincidenz kommen, in welchem sonach 
eine Berührung zweiter Ordnung eintritt. 

So lange die Schnittpunkte noch getrennt sind, ergeben sich ihre 
Abseissen offenbar durch folgende Kettenentwickelungen 


für Punkt 1 € = [(B'9E]9, 
tu, 
u a Be a EN, 
- - Ad IN = - Fi)”. 


(& == 0) 
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Trägt man in diese Ketten die ursprünglichen Perioden ein, so zeigt sich, 
dass die erste und dritte Kette die Perioden p'w, resp. —yp"'w, die zweite 
und vierte aber die zusammengesetzteren Perioden 


—p"yyp'y resp. pT'w(—gp"'y) 
besitzen. Die Ketten & und £” stellen daher jene Wurzeln der Gleichung 


(33.) vips= p'ys 

dar, welche zugleich der Gleichung y$ = w& angehören, die Ketten ©’ und 
zur) dagegen ergeben zwei Wurzeln, welche zur der Gleichung (33.) zu- 
kommen und zur Bestimmung eines endlichen indifferenten Umlaufes führen 
werden. 

Nunmehr ist es leicht, die Bedingung aufzustellen, welche erfüllt sein 
muss, damit im Punkt 3 die erwähnte Berührung zweiter Ordnung stattfinde. 
Man hat für die Abseisse desselben gleichzeitig 


D=W, dd _ dw ed ap 


dE dE ’ d&’ d&’ 


wobei die Differentiationen wirklich an 2 und 7, d.h. an No. 33 zu voll- 
ziehen sind; dagegen kann die Gleichung ? = # durch p = w ersetzt wer- 
den, weil die Abseisse $ des Punktes 3 gemeinsame Lösung dieser Grlei- 
chungen ist. Man findet ohne Mühe, dass alle diese Gleichungen befriedigt 
werden für 


r—1 


und e=(r+1)r 


I 


d.h. für &=x, e=e, wo x die Abseisse des supplementaren Schnittes 
der Curven p und w, ce das zugehörige ce bedeutet. Vgl. (26.) und (27.). 

Nach Feststellung dieses Grenzfalles ist deutlich, dass sich die Cur- 
ven ? und 7 in zwei oder vier reellen Punkten schneiden, je nachdem 
e<c. Im ersten Falle findet ein indifferenter Umlauf im Curvensystem 
p, w nicht statt, und die Ketten 


und U” werden imaginär. Aber auch 
die Kette & ist dann divergent, nur & besteht nach wie vor. Denn man 


nf 


wolle sich erinnern, dass die Ketten & und &” zugleich den Anlauf gegen 


x, y , resp. den Umlauf um =”, y’ im Ourvensystem 9, w (Fig. 7 u. 8) 
vorstellen, und dass wegen ce<{c, d.h. #<-0, die früher aufgeschrie- 
benen Ketten 


! ı 


(25°.) 2 =[y'yva)” und (29) = = [w'ypa,]” 
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in Betracht kommen. Hier stimmt die Kette 2” wirklich mit 5’ überein, 
dagegen ist die früher als convergent erkannte Kette x’ genau die inverse 
von &"; letztere muss sonach divergiren. 

Der zweite Fall liefert einen indifferenten Umlauf und hat für das 
Curvensystem 9, w überhaupt folgende Bedeutung: 


Die Ketten € und &” sind identisch mit den Ketten 
25) z’=[pyva)®” und (30) 2"=[-ovo]®, (41 > 0) 

und ergeben die beiden Schnittpunktsabseissen (Fig. 10.). 

Die Ketten 5’ und SU”? dagegen liefern zwei Abseissen des Systems 
y, w, welche einen und denselben indifferenten Umlauf begrenzen, d. h.: 
Beginnt man mit einer Anfangsabseisse z,=£” einen Umlauf in irgend 
welcher Drehrichtung, so wird die Abscisse nach einem halben Umgang 
2, =”, nach einem ganzen aber =" =x,. 

bemerken wir noch, dass zufolge der Congruenz und besonderen 
[Abseisse| | Ordinate 
\Ordinate) \Abseisse 
von Punkt 4 ist, und dass die Punkte 1 und 3 auf einer durch O gehenden 
zur Abseissenaxe unter 45’ geneigten Geraden liegen (Fig. 9.). 

Was die Dimensionen des indifferenten Umlaufes angeht, so be- 
rechnet man zuerst etwa z,=" mittelst der Kette, dann ergeben sich auf 
Grund der Gleichungen 


Lage der Curven ? und 7 die von Punkt 2 gleich der 


(20.) y-h{/- ale) und y=r+c=v(e) 
die Coordinaten der Brechpunkte a, b, c, d und zwar 
fra m=&Eu yY=Ctc, 
fürrdb ss =yp'(y), Yı=zrıte 
u. 8. f£. — Hieraus ersieht man bereits, dass 
Yızyı = LTE, 


und da diese Differenzen die anstossenden Seiten des rectangulären Umlaufes 
messen, so ist dieser ein Quadrat. 

Aber auch geometrisch ist letzteres evident und zwar für eine be- 
liebige Curve y= (x), die mit einer unter 45° zur X-Axe geneigten Ge- 
raden irgend welche Anzahl indifferenter Umläufe veranlasst, denn jene 
Gerade ist stets Diagonale des Umlaufes. 
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e) Fall c=1. 
Unter den indifferenten Umläufen macht sich jener am leichtesten 
bemerkbar, welcher für e= 1 eintritt. Er besteht aus einem (Quadrat, dessen 
eine Ecke in O fällt und dessen Seite gleich der Einheit ist. 
Die in Betracht kommende trinomische Gleichung ist jetzt 
x —-c—-1=0(, 


und ihre negative Wurzel wird bestimmt durch 


et=— Ve (1 >06 


aber man bemerkt, dass diese Kette für @&,= 0 oder auch ©, = —1 zwischen 
den Werthen 0 und —1 hin und her schwankt. Sie bestimmt also nicht 
die gesuchte Wurzel, sondern einen indifferenten Umlauf, eben jenes Quadrat 
mit der Seite 1. Wir aber nehmen Gelegenheit, auf die frühere Bemerkung 
zurückzukommen, dass als Anfangsabseisse der Umläufe der Werth =, = 0 
in den Ketten (29.) und (30.) nicht unter allen Umständen zulässig ist, dann 
nämlich nicht, wenn 
kie>e 

Ist e<< 1, so beginnt der indifferente Umlauf zwar nicht mit x, = 0, wohl aber 
mit einem früher oder später folgenden z,.. Man könnte sagen: Der mit 
zu, = 0 beginnende Umlauf convergirt gegen einen, von ihm eingeschlossenen 
indifferenten Umlauf. Denn dass letzterer vorhanden, ist durch e>>e, d.h. 
4>V sichergestellt. 

Für den Fall nun, dass der Anfangswerth z,= 0 nicht zulässig ist, 


bleibt der andere 


1 
r—1 


zu =rTr=—r 
brauchbar. Wir sehen somit, dass dieser Werth, resp. mit anderem Vor- 
zeichen versehen, in allen Fällen unseres Problems Geltung behält. Gleich- 
wohl scheint es nicht angebracht, wollte man auf den sehr bequemen An- 
fangswerth z&,= 0 ein für alle Mal verzichten. Denn einerseits ist die Be- 
rechnung des ersterwähnten Werthes bei complieirteren Gleichungen gar nicht 
durchführbar; andererseits giebt es auch Fälle*), wo jener Anfangswerth 
ebenso unzulässig wird als vorhin der Anfangswerth z,= 0. 
*) Z. B. bei der von uns gleich anfangs ausgeschlossenen Gleichung + —c=0, 
wenn a ungerade, p gerade, e< ec. 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 4. 31 
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f) Fallsn—2, 7-1. 
Um auch ein Beispiel zu haben, in welchem c von der Einheit ver- 


schieden ist, betrachten wir den einfachsten Fall r = j: = 2, also die qua- 


dratische Gleichung 


e—-c—c =), 
welche in 


y-r!°=y und y=-r+e=wy 
zerfällt. Den Curven g und w adjungiren sich die anderen 
n=®-c=® ud 7=Vite=#, 

woraus zur Bestimmung der Schnittpunktsabseissen 

E-Y-(+)=H-2cH-5+c0—c=0 
abgeleitet wird, und dieses lässt sich zerlegen wie folgt: 

(-5-o)(+5—-c+l) = 0. 

Der erste Factor führt auf die Wurzeln der vorgelegten Gleichung zurück, 
der andere verschwindet für 


und liefert die beiden Anfangsabseissen x, und x, des indifferenten Umlaufes, 
welch letzterer aus einem Quadrat mit der Seite 
2. —o = 2Yc—} 
besteht. 
Für e=* verschwindet jener Umlauf, er hat sich dann in den einen 
Schnittpunkt der Parabel p mit der Geraden w verdichtet, und es wird 


Zu=-I=T7T>= —1. 
Für e=1 erscheint das bekannte Quadrat mit der Seite 1, und es wird 
z,=—1. 2z,=0; dasselbe nimmt unter allen möglichen die tiefste Stelle 
ein. — Wächst ce ins Unbegrenzte, so nimmt das Quadrat unendliche Dimen- 


sionen an und erhebt sich zugleich in das oberhalb der z-Axe gelegene 
unendlich ferne Gebiet. — Das in Fig. 10 auftretende Quadrat entspricht 
einem c=3, so das u =—2, z,=1 und die Seite 3 beträgt. 


g) Die transcendente trinomische Gleichung. 
Unter dieser Gleichung verstehen wir die Form 
(34.) 2’ taz#+b = (0, Rn >p») 
in welcher a, b, » und p gegebene positive, auch irrationale Zahlen bedeuten. 
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Wir unterscheiden also nicht mehr, ob » und p gerade oder ungerade ist, 
und gedenken dadurch eine Vereinfachung in der Classification zu erzielen, 
besonders auch, wenn die Gleichung wie früher algebraisch ist. 

Es möge nur nach den positiven Wurzeln gefragt werden; die etwa 
vorhandenen negativen können durch die Substitution 3 = —z, in positive 
umgesetzt werden. Bemerkt sei, dass die Gleichung (34.) höchstens drei 
reelle Wurzeln haben kann. Unter den vier Formen, welche die Gleichung 
für die verschiedenen Vorzeichenecombinationen annimmt, fällt sonach die 
erste aus, denn dieser kann ein positiver Werth nicht genügen *). 

Wir substituiren wie früher 

l 1 n 


n—p p > n—p n = f 
s=autrt2r,  d.a =c, =r, r>ı 


und erhalten 

(35.) e t+tr-c=(. 
Hier ist r eine beliebige positive, auch irrationale Zahl, e gilt, da das 
Doppelzeichen durch ein einziges ersetzt wurde, als beliebig positiv oder 
negativ, und von jetzt ab sind nur noch zwei Hauptfälle, je nach dem Vor- 
zeichen von &, zu unterscheiden. 

Wir spalten die Gleichung (35.) wie sonst in 

(36.) y-7f=-ple) und y=ctzr=vfle) 
und wenden auf das Curvensystem 9, w die früher auseinandergesetzten 
Prineipien an. Es genügt, von der transcendenten Parabel y nur einen 
Zweig zu betrachten, nämlich den, welcher nur positive Coordinaten besitzt, 
und so gelangen wir durch Verknüpfung aller Einzelheiten zur Darstellung 
der reellen Wurzeln obiger trinomischen Gleichung in allen denkbaren 
Fällen. — Hierzu nachstehende tabellarische Uebersicht. 


1) Gleichung: #+2—c =. 


Reelle Lösungen: 





ce = I ae 


*) Die gleichen Bestimmungen trifft Gauss bei seiner Bearbeitung der trinomischen 
Gleichung. — Siehe „Beiträge zur Theorie der algebraischen Gleichungen,“ Werke, Bd. 3. 
BI" 
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Convergenzbedingungen: Positive Lösungen: Anfangsabseissen: 
e< 0 Keine 
O<e<e Eine: £ = x z,=0 oder ,=r 
e=c Eine: £ = T 
c>c Eine: = r" 2,=0 oder 2,=r. 


Hier bedeutet x die Abseisse des supplementaren Schnitts und ce das zuge- 
hörige ec. Es ist 


_— r+1l 
Ei u I area 


2) Gleiehung: #—r—c =. 





1 
1 
2 = t = Re -c+.. Füctz, 
heelle Lösungen: rt 5 
—- Een 
Convergenzbedingungen: Positive Lösungen: Anfangsabseissen: 
e<c” Keine 
e= Zwei gleiche: = = x” 
x2=x (kleinere) x, = 0 
0>c> ce" Zwei: | ( ) 20 oder 2, = x 


l\z= x" (grössere) u, =1/ 
e>o— Eine: e=r 2,=0 oder &,= x. 
Hier bedeutet x die Abseisse des Berührungspunktes und c” das 
zugehörige ec. Es ist 
1 


PR 0) DE SON. BR in 


III. Die Auflösung der Gleichungen vom vierten, fünften und sechsten Grade 
mittelst goniometrischer und hyperbolischer Functionen. 
a) Gleichungen mit mehreren Parametern. 


Die Methode der An- und Umläufe kann auch auf Gleichungen mit 
mehreren Parametern ausgedehnt werden und führt insbesondere zu einer 
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befriedigenden Auflösung der Gleichung vierten und fünften Grades, wenn 
nur die reellen Wurzeln verlangt werden. Bei der Gleichung sechsten 
Grades muss man, falls die Ausführung der Rechnung nicht zu umständlich 


3 


> 


werden soll, voraussetzen, dass die Glieder mit x’ und =’ oder mit =° und 
x’ fehlen, was übrigens durch quadratische Transformation immer erreich- 
bar ist. 

Die Beschränkungen, die wir uns in der Folge auferlegen müssen, 
sind, wie bemerkt, durch die praktische Ausführbarkeit der Methode selbst 
bedingt. Denn da die Auflösung der Gleichung 

(8.) plz) we) = 0 

verlangt, dass nicht nur die Funktionen g und w, sondern auch die inversen 
g' und w für ein gegebenes Argument berechnet werden, so kann man 
für jene Functionen in praxi nur solche zulassen, welche entweder tabellirt 
sind, wie etwa Logarithmen, goniometrische und hyperbolische Functionen, oder 
welche an sich leicht ausgewerthet werden können, wie die Potenz (im all- 
gemeinsten Sinn) und die ganze Function ersten und zweiten Grades. Darüber 
hinauszugehen, ist nicht mehr zweckmässig. 

Ich habe in meiner früheren diesbezüglichen Untersuchung (A.) auf 
die Auflösung der Gleichung 


logetmx = 0 
aufmerksam gemacht, sowie die Wurzeln der Gleichungen *) 
ee” —ar" —Pr-y =, 
ee" -or® —-Pe-y =, 
are" — Pr—y = 0 


unter Voraussetzung bestimmt gegebener, numerischer Parameter durch 
Kettenfunctionen dargestellt, wozu nur zweite und zte Wurzeln erforderlich waren. 
Betreffs der Gleichungen sechsten Grades sei hier hinzugefügt, dass 
man sie in der Form 
tl) =ar+tpaetyY=y, 
d.h. 
+32 —(a-3)r—Pr—(ytl) = 0 


*) Für n= 2 wird die erste dieser Gleichungen vom vierten Grade, und die zuge- 
hörige Kette 
‚ 
= +YV a+YV b+ya+-- 
vermag bei entsprechendem Vorzeichenwechsel sämmtliche vier Wurzeln darzustellen. 
wenn selbige reell sind. — Vergl. a. a. O. 
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Convergenzbedingungen: Positive Lösungen: Anfangsabseissen: 
e< N Keine 
u Eine: £ = r ©,=0 oder ,=r 
6 Eine: = x 
c>c Eine: r = r" 2,=0 oder 2,=x. 


Hier bedeutet x die Abscisse des supplementaren Schnitts und c das zuge- 
hörige ec. Es ist 


2) Gleichung: 2! — re = 0. 





1 
1 
2 = Se 
heelle Lösungen: > 
= FE L 
Convergenzbedingungen: Positive Lösungen: Anfangsabseissen: 

e<.c” Keine 

=.” Zwei gleiche: = = x 


je=x (kleinere) ,=0| 


0 e > ce) Zwei: 
eu; Ie= x" (grössere) ©, = 1] 


oder ©, = x 


e>0— Eine: e=r ©,=0 oder = x. 
Hier bedeutet x” die Abscisse des Berührungspunktes und c das 
zugehörige ce. Es ist 
1 


2) u r. wi Be 


(0) 
’ ee, 


III. Die Auflösung der Gleichungen vom vierten, fünften und sechsten Grade 
mittelst goniometrischer und hyperbolischer Functionen. 
a) Gleichungen mit mehreren Parametern. 
Die Methode der An- und Umläufe kann auch auf Gleichungen mit 
mehreren Parametern ausgedehnt werden und führt insbesondere zu einer 
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befriedigenden Auflösung der Gleichung vierten und fünften Grades, wenn 
nur die reellen Wurzeln verlangt werden. Bei der Gleichung sechsten 
Grades muss man, falls die Ausführung der Rechnung nieht zu umständlich 


5 


werden soll, voraussetzen, dass die Glieder mit x’ und x’ oder mit =’ und 
x’ fehlen, was übrigens durch quadratische Transformation immer erreich- 
bar ist. 

Die Beschränkungen, die wir uns in der Folge auferlegen müssen, 
sind, wie bemerkt, durch die praktische Ausführbarkeit der Methode selbst 
bedingt. Denn da die Auflösung der Gleichung 

(8) ya)- we) = 0 

verlangt, dass nicht nur die Funktionen p und w, sondern auch die inversen 
gp' und w' für ein gegebenes Argument berechnet werden, so kann man 
für jene Functionen in praxi nur solche zulassen, welche entweder tabellirt 
sind, wie etwa Logarithmen, goniometrische und hyperbolische Functionen. oder 
welche an sich leicht ausgewerthet werden können, wie die Potenz (im all- 
gemeinsten Sinn) und die ganze Function ersten und zweiten Grades. Darüber 
hinauszugehen, ist nicht mehr zweckmässig. 

Ich habe in meiner früheren diesbezüglichen Untersuchung (A.) auf 
die Auflösung der Gleichung 


logetmz = 0 
aufmerksam gemacht, sowie die Wurzeln der Gleichungen *) 
2" —o:" —-Pıe-y =(, 
x" -ar —-Pı-y =\, 
ar — er" — Pc—-y = 0 


unter Voraussetzung bestimmt gegebener, numerischer Parameter durch 
Kettenfunctionen dargestellt, wozu nur zweite und zte Wurzeln erforderlich waren. 
Betreffs der Gleichungen sechsten Grades sei hier hinzugefügt, dass 
man sie in der Form 
+)’ =or+pctyY=y, 
d. h. 
ı +32°—(a—-3)e—-Per—(ytl) = 0 


*) Für n= 2 wird die erste dieser Gleichungen vom vierten Grade, und die zuge- 
hörige Kette 
/ 
z=+Va+/b+Ya+- 
vermag bei entsprechendem Vorzeichenwechsel sämmtliche vier Wurzeln darzustellen. 
wenn selbige reell sind. — Vergl. a. a. (). 
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VOraussetzen kann, denn diese unterscheidet sich von 
2 —- 2 — 2-3 = 0 


nur unwesentlich. Hier kommen die QCurven 


y-a’+1 ud y=Varthetr 
in Betracht. — Für eine vollständigere Gleichung sechsten Grades, in 
welcher nur p,=0, handelt es sich um die Intersection eines allgemeinen 
Kegelschnitts K(x, y) = 0 mit einer kubischen Parabel y = «’. 

Es liegt nun nahe zu untersuchen, ob nicht jene algebraischen Aus- 
drücke durch Einführung goniometrischer Functionen zur logarithmischen Be- 
rechnung geeigneter gemacht werden können. In der That zeigt sich, 
dass gewisse Normalformen der Gleichungen vierten, fünften und sechsten 
Grades nach Vergleichung mit den Formeln für cosnw, (n=4, 5, 6) eine 
derartige Umgestaltung zulassen, dass die reelle Auflösung derselben durch 
wiederholtes Aufschlagen der trigonometrischen Tafeln erfolgen kann. Die 
ausserdem hinzutretenden hyperbolischen Functionen haben dabei keine 
principielle Bedeutung; sie dienen zur Erledigung der Fälle, in denen das 
Argument der goniometrischen Functionen imaginär ausfallen würde. 

Der eben bezeichnete Gegenstand kann nun an diesem Orte keines- 
wegs erschöpfend behandelt werden. Wir begnügen uns mit einer kurzen 
Skizze und erweisen die praktische Brauchbarkeit der Formeln an einigen 
numerischen Beispielen. Indessen soll hiermit nicht etwa gesagt sein, dass 
die Discussion der Kettenlösungen für die zu behandelnden Gleichungen 
überflüssig sei. Man hat vielmehr der elementaren analytischen Geometrie 
die Aufgabe zuzuweisen, die Berührungsstellen, supplementaren Schnitte und 
möglicherweise vorhandenen indifferenten Umläufe zweier transcendenten 
Curven, wie etwa 

y=cose und y= acos - +b 


aufzusuchen. Das Endergebniss hat in einer Zabellarischen Uebersicht zu be- 
stehen, welcher die reellen Wurzeln der Gleichung in Gestalt convergenter 
Ketten entnommen werden können, wie wir das für die trinomische Gleichung 
ausgeführt haben. 


b) Die Gleichung vierten Grades. 
Die Gleichung 
27 u 2 
(37.) 2 —m3 —Pp3—p, = 0 
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kann mittelst 3= o» auf eine der Formen 


(38.) SFr’ w—-P = 0 
gebracht werden, und zwar ist 
(39.) o=Ytp, a=8pe", B= Bo", (>0). 


Damit o reell werde, ist das obere, resp. untere Vorzeichen zu 
wählen, je nachdem p, positiv oder negativ ist. Alle vorkommenden Üon- 
stanten sind zunächst beliebige positive oder negative Zahlen. 

Im ersten Falle substituire man in 

(38°.) Seo’ w—P = 0 
zT er 
(40.) o)v= 087 oder P) ve = 603- r) 
und wende die Formel 


. a* T - 2 T 
8c08 7 —_ deos 


resp. 
8608' 5 8608’ T +1 = Go8r 


an, dann ergiebt sich 
T 


(41”.) COST— COS —, (+1) = 0, 
(41°.) Gosr—a Cs —(P+1) = 0. 
Diese Gleichungen spalten wir in 
(42°,) y=cose =y(z) und y= acos 1 +b=v(e), 


resp. 
(42°.) y=bkoör=y(z) und y=aßos T +b=wv(e), 
wobei «=a, P+1=b gesetzt wurde. 
Im zweiten Falle substituire man in 


(38°.) Se’ +8e’—-— ao —P = 0 
(43.) = Sin; 


und benutze die Formel 
aa a8 
sSın* T +8Sın? n +1 = 6oßr. 
dann ergiebt sich 


(44.) Sosr— a Sin 7 (+1) = 0 





*) 608 = coshyp., Sin = sinhyp. 
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oder gespalten, 

- n . x 

(45.) y=lor=g(la), y=aSinz,+b=vle), 
unter a und 5 die erwähnten Zahlen verstanden. 

Die Untersuchung der drei Curvensysteme (42°), (42°) und (45.) 
führt nun zur Darstellung der reellen Wurzeln der Gleichungen (38°.) und 
(38°.) durch Ketten, und zwar erledigen sich alle Fälle entweder in der 
Form 

ze=[p"'va)® oder 2=[w'on,]®. 

Betrachten wir »ur die erste, so haben wir für (42°) Folgendes: Aus cosz = y 
berechnet sich 

— 2mn+%$, (v=VU, 1,2,3) 
unter 9 den kleinsten der in Frage kommenden Bogen verstanden; alsdann 
ergiebt sich 

mn 4 

y= acos( + 7)+b: 
Wir können daher die vier reellen Wurzeln der Gleichung 

(38*.) Se’ -w—P = 0 


dureh das Kettenschema 





v7 — 0, 
(46.) | y= ac-+b, (a= a,b = #+1) 
cosI = Yy 


darstellen, worin 
(47.) = cos(" - —); (m =, 1, 2, 3) 


oder, nach Trennung der verschiedenen Fälle, 
C C 


N . 4 
1 b))e=-—-sin—, c)v=—-C087, d)v=sin,- 


(48.) a) v = c0o8 1 


Will man also die durch ® = cos" angezeigte Wurzel bestimmen, 
so hat man diesen Werth ® in die zweite der Gleichungen (46.) einzutragen. 
Die Kette beginnt sodann mit dem Anfangswerth 9,= 0, für diesen ergiebt 
sich ein y,, und zu diesem y, liefert die dritte der Gleichungen (46.) ein 
gewisses 9, dann folgt aus der zweiten ein zugehöriges y, u. s. f. — So- 
bald zwei aufeinander folgende 9 oder y hinreichend wenig von einander 
abweichen, ist der Process beendet, und das zuletzt berechnete 9 ergiebt 
vermöge (48°) die gewünschte Wurzel. 
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Eine Störung der Kette erfolgt, wenn y ein wnechter Bruch wird, 
und das tritt ein, falls «+b oder 5b die Einheit übersteigen. In diesem 
Falle kann aber die hyperbolische Kette 





2, = UV, 
(49.) y= ac+b, (a= a,b = #+1) 
Go8r = y 
gebraucht werden, worin 
(50,) 0 = Gt. 


Da die Function &03 wesentlich positiv ist, so würde eine etwaige negative 
Wurzel der Gleichung (38°) ausfallen. Um dies zu vermeiden, betrachte 
man neben (38°) auch jene Gleichung, welche aus dieser hervorgeht, wenn 
v mit —o,, oder, was auf dasselbe hinauskommt, a mit —a vertauscht wird. 
Liegt endlich die Gleichung 
(38°.) 80'480’ —vr— = 0 


vor, so tritt die Kette 





u = d 
(51.) y-= ac+b, (=a,b=f#+1) 
Sosr = y, 
ein, worin 
(52.) a) o=EinZ, b)o=-Ein- 


Hier ist zu bemerken, dass aus der dritten Gleichung von (51.) die zwei- 
deutige Function ze = +\rc&o3y hervorgeht, deren Doppelzeichen sich auf 
v überträgt. 

Man gelangt daher entweder zu zwei reellen Lösungen oder über- 
haupt zu keiner, wie das auch in der Natur der Gleichung (38”.) liegt. 

Für die logarithmische Berechnung der goniometrischen Ketten ist 
es zweckmässig, den Ausdruck 

mr + 


y = 608 — +b 
2 [ 


mittelst eines Hülfsarguments ® umzuformen. Man setze 


a . 2ma+% 
tw = —sın 
oO b n 


Journal für Mathematik Bd. CXIIl. Heft 4. 
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und erhält 





y- 2. re) 


sine n 
Aehnliche Transformationen lassen die hyperbolischen Funetionen zu. 


ec) Die Gleichung fünften Grades. (Äroneckersche Form.) 


Dieselbe lautet 


(53.) 2° —-m2°—923—p;, = 0 
und geht mittelst 3 = oe über in 

(54.) 16e’ F2e"’ -—w—P =, 
wobei 

(55.) o=V+tp, a=16p0*, B=16p0”. (> 0) 
Nun substituiren wir in (54.) nach einander 

BA zT x ns 

(56.) 0) © = 608 = P) ve = 603 = y)v= em 


und vergleichen dies mit den Formeln 


16cos’ = — 20 cos’ 5 +5eos E — 08T, 
16608° — — 20608’ - +5C03 > = Cosa, 
16&n°’ —+20&n’ — +5Sin— = Eine, 
so entsteht nach Spaltung 
(97°,) COST = aCoS = +b=y, 
(57°,) Gosz = a608 +b = y, 


(9.) Sinne — 


\ 


zu * Tc 
acmz +b=y, 


wobei e+5=a, #=b gesetzt wurde. 
Diesen Curvensystemen entsprechen folgende Ketten: 
e) Eine goniometrische (Fig. 11.) 

ed, 

(58.) y= a-+Jb, 

Y; 
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worin 
er mn +4 
(59.) = cos( a ) 0,1,2,3,4) 


oder, wenn die Bogen durch Winkel ersetzt werden, und nach Trennung 
der verschiedenen Fälle, 








b)ve= sin(1} 5 ec) v’= — cos (36 — 2). 
RETTEN e d) v= cos(36°+ 7), e) eo = sin (18 + 2} 
P) Eine hyperbolische 
u =d, 
(61.) y = ar+l, 
Sosr = y. 
worin 
(62.) v = 608 


Eben diese Kette kann auch eine »egative Wurzel liefern, wenn zuvor in 
(54.) e mit —v,, d.h. 5 mit —/? vertauscht worden ist. 
y) Eine zweite hyperbolische 





| 2 =N\, 
(63.) y = artb, 
Sııe = Y, 
worin 
(64.) v = Sin . 


Zur Orientirung denke man sich die beiden Sinwjoiden 
fr ® T f rd 
y=acın +5 und y= Sur 


construirt, dann erkennt man, dass für ein negatives a stets ein Umlauf 
stattfindet; die Kette (oder ihre inverse) liefert dann eine reelle Wurzel. 
Für ein positives a entstehen, je nach dem Vorzeichen der Diserimi- 
nante, ein oder drei Schnittpunkte, welche sämmtlich nur durch Anläufe zu 
erreichen sind. Ist 5 gleichzeitig positie, so giebt obige Kette die positive 
Wurzel der Gleichung (54.) Die beiden etwa vorhandenen negativen Wur- 
zeln dagegen verlangen eine Abänderung. Die absolut grössere wird zwar 
abermals durch die betreffende Kette dargestellt, jedoch mit neuer Anfangs- 
38* 





























(65.) 


gegeben, worin 
(66.) 


zeln der Gleichung 


cosy=y 
9, = 34° 55" 
9,=3b 3 0 


9,= 35" 2’ 58,79" 


Mithin ist die erste Wurzel 


c084I =y 
$, a 0’ 
4, = 45° 55 
3,=48' 710" 
3, = 48° 13’ 30" 


3, = 48° 13’ 43,01” 
9, = 48" 13' 45,01" 
9, = 48° 13’ 45,11” 
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abseisse ©, = x”, unter x” die Berührungsabseisse verstanden. Die absolut 
kleinere Wurzel hingegen ist durch die inverse Kette 











Iy = Sun, 
—b 
ER 
a 
, Tr 

= Sin —- 
3) 


Uebrigens ist hier auch die Anfangsabseisse x,—= (0 wieder zulässig. 
Ist 5 negativ, so vertausche man in (54.) vo mit —v.. 


Zahlenbeispiel für die goniometrische Kette. 


Es sei a= 0,18; b = 0,64; dann ergeben sich die fünf reellen Wur- 


160’ — 200’ — 0% — = 0 (.=a-5, A=b) 


durch nachstehende Tabellen: 


(1) 
FE Ri u l 
y= 0C08 +5 
y, = 0,82 
y, = 0,818665 
y» = 0,8186545 
y; = 0,8186545. 


= 05% = 0,9925250. 
(2) 
En A 
y= asin (18 _ =) +b 
y = 0,6956 
y, = 0,6676 


y, = 0,666217 
y, = 0,666157 
y, = 0,6661528 
y, = 0,6661525 
y, = 0,6661525. 








Die zweite Wurzel wird 
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v = sin(18'— 7) = 0,1452915. 


c8F+=y 
= 0 V 
3, = 60° 22° 


3, = 58’ 41’ 10" 

3, = 58° 44’ 20" 

3, = 58’ 44' 12,8" 

3, = 58’ 44’ 12,02" 
Die dritte Wurzel wird 


TE AT 
y= —acos (36 4 2 } -b 


5 
Yy, = 0,49 

y, = 0,5197 

y = 0,51894 

y, = 0,5189688 
y, = 0,5189678 
y; = 0,5189679. 


e = cos (36°4+ 2) = —0,6724005. 


csF=yY 
9, u 0" 0' 
3, = 60" 22 


9, = 61" 36’ 40" 

3, — 61° 37 50" 

4, = 61’ 37 51,18" 

9, = 61° 37' 51,72" 
Die vierte Wurzel wird 


y= — acos ( 36" =) +b 


y, = 0,49 

y, = 0,4755 

y, = 0,47516 

y, = 0,47515 

y, = 0,4751477 
4; = 0,4751477. 


v = —cos(36°- 7) = —0,9158464. 


cos =y 


= 0 0 

9, = 45° 55’ 

9, = 43° 45’ 

9, = 43° 51' 39" 
9, = 43° 51' 21,4" 
9, = 43° 51' 23,4" 


(ago. ®\ 
y = asin(18°+ „)+b 


y. = 0,6956 

y, = 0,1222 

y, = 0,721024 
Yy; = 0,721084 
y, = 0,7210772 


y; = 0,1210774. 
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Die fünfte Wurzel wird 
i ” 
e = sin (18’+) = 0,4504304. 


Die Controlreehnung Zr = 0 und Fv’=0 bestätigt in der That die Rich- 
tigkeit der fünf angegebenen Wurzeln bis zur siebenten Decimale. 


d) Die allgemeine Gleichung fünften Grades. 
Wir setzen dieselbe in der redueirten Form 
2 — 32 — 93 — 143 —Pp; = 0 
voraus, und da sie sich nunmehr von der Kroneckerschen Form nur durch 
das Vorhandensein der zweiten Potenz z° unterscheidet, so führt die im 
vorigen Abschnitt benutzte Transformation 3 = ev zu drei Gleichungen der 
Form 


(68.) fi) = Af(&)+Bf(z)+C, (vergl. (57°.), (57%), (57°,)) 
wobei die A, B, C nur von den Coeffieienten p abhängen und f der Reihe 


nach die Funectionen cos, &03 und Sin bezeichnet. Die letzte Gleichung 
forme man um in 


(69,) fe) = alb+r(2)) +e, 
so dass 
70.) a=A, b=B:2A, c=(44C-B’): 44, 420) 


und nun spalte man wie folgt 


\<« 


2 wamwo) 





re) = ayte 
Dieses (resp. die inverse Form) ist bereits das in Frage kommende Ketten- 
schema. — Greifen wir nur die goniometrische Kette heraus, so erhalten wir 
= 0 
(72.) y = (b-+v), 
c0o8F = ay-+e, 
worin 
a‘ 2mn+ÜN 
(13.) 9 = cos ( ir )- (m=U, 1, 2,3, #) 
b .) 


Die weitere Untersuchung unterscheidet sich von der bei der Kroneckerschen 
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Form besonders dadurch. dass die Curve 
(7 e) 
= ) GOS — 
y \ + ı) 
keine einfache Cosinusoide mehr ist. Der Verlauf jener Curve ist für 5 >1 


sehr einfach; für b<<1 muss aber berücksichtigt werden, dass selbige 
periodisch gegen die Abseissenaxe eulminirt. 


Zahlenbeispiel für die goniometrische Kette. 
Es sei a=0,015; b=1,20; e= 0,40; dann ergeben sich die fünf 
reellen Wurzeln der Gleichung 
16©°—20v0’+5e = alb+P)+e, 
d.h. 
160°’— 200°— 0,0150°+4,964e. — 0,4216 = 0) 


dureh nachstehende Tabellen: 


W 
.. ' ( N 
C0OSF = ay-+c y=\b+cos = ) 
9,=0 0 yo = 4,84 
3, = 61’ 48 y, = 4,13856 
3, = 61" 53’ 44,4" y, = 4,7382463 
9, = 61" 53 45,55° y, = 4,1582411 
3, = 61’ 53° 45,56” y, = 4,7382411. 
Mithin ist die erste reelle Wurzel 
? = 008% = 0,9767502, 
(2) 
. F\\ 
COSI = ay-+c y= (v4 sın (38.- n )) 
I, =. 0 Yu = 2,271 
+ = 64'16 y, = 1,6633 
I, = 64’ 51° 10" y, = 1,6582 
9, er 64" 51 26,7 Y; — 1.658045 
3, = 64° 51 27,07" y, = 1,6980457 


9, = 64° 51' 27,08” y. = 1,6580458. 

















Die zweite Wurzel wird 
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e = sin(18°— 7 ) = 0,0876512. 


(3) 


CO8SY = ay+c 
%,= 0% 0 
3, = 66 17 
3,=66' 8 26,3" 
3,= 66 827,58" 
3,=66' 82757 


Die dritte Wurzel wird 


— (p -eos 3er 
y=(b cos (36°+ 7) 


y, = 0,153 

yı = 0,29955 

y. = 0,2991554 
y, = 0,2991565 
y. = 0,2991564. 


2 = —e0s (364 7.) = —0,6530480. 


(4) 


C0OSI = ay+c 
N Ei | 
+, = 6617 
3, = 66 210° 
3, = 66’ 20' 58,22” 
3, = 66" 20° 58,22” 


Die vierte Wurzel wird 


y= (b-e0s(36°- )) 


y, = 0,153 

yı = 0,07715 

Y, = 0,0770973 
Y = V,0770976 
Y = V,0770976. 


0 = — e0s(36°- 7) = —-0,9223354. 


(5) 
C0sF = ay-+c 
A  ı e 
3, = 64°’ 16 
3, = 6338 30" 
4, = 63° 38° 50" 
9, = 63' 38 45,30" 
3, = 63° 38 46,53" 
3; = 63° 38’ 46,53 


y= (0-4 sin (18’+ )) 


y, = 2,277 

y, = 2,9337 

y, = 2,9272 

y; = 2,9274685 
Yy, = 2,9274585 
y, = 2,9274588 
y = 2,92 14588. 
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Die fünfte Wurzel wird 
3 


« 


v = sin(18°+ 7) = 0,510 98 19. 


Die Controlreehnung Zv = (0 zeigt, dass erst in der siebenten Decimale 
eine Abweichung um eine Einheit statt hat. 


\ 


e) Die Gleichung sechsten Grades. 
Die Gleichung 

(74.) 2 — 23 — 42 —P3—p = 0 
kommt mittelst der Substitution z = oe immer zurück auf eine der folgenden 
drei Ketten: 

(15.) y = (b+o) 
und beziehentlich 

| c08I = ay-+ec, Gosr =ay+c, bosr =ay-+e, 


26 
2 | = cos( nn ); ve = 008 r v = Sin h 
Dieselben können auch invers auftreten; der Anfangswerth ist stets noch 
beizufügen. 

Der goniometrischen Kette entsprechen für m=0, 1,..., 5 ins- 
besondere folgende Lösungen: 





/ i 2 I Br [on 7 Bere :_ fon ı ” 
an a) v= Co8 Fr b)e= sin 30’- 7 ); e) ve = —sin(30'-+ m ). 
l. 
N a ER TE 5 
d) e = —cos re e) vo = sin (30 7 ), f) v= sin (30 + ) 


mit dem Anfangswerth 9, = 0. 
Des weiteren vergleiche man die bei der Gleichung vierten und 
fünften Grades gemachten Bemerkungen. 


Zahlenbeispiel für die goniometrische Kette. 
Es sei «=0,016; b= 0,750: e= 0,480; dann findet man für die 
sechs reellen Wurzeln der Gleichung 
320’ —-480+180’—1 = alb+P)-+ec, 
d. h. 
320° —480'+17,9840’— 0,0242 —1,489 = 0 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 4. 








300 Heymann, Theorie der An- und Umläufe und Auflösung von Gleichungen. 


in der Reihenfolge von (77.) die Werthe 

a) v= 0,985 7448; 9, = 58" 6’ 56,70", 

b) o= 0,341 8527; 9,=60" 3'40,41”, 

ec) v = —0,645 6869; 9, = 61’ 18’ 11,61”, 

d) ve = —0,984 1662; 9, = 61" 15’ 26,21”, 

e) ve = —0,338 9080; 9,= 61" 8' 16,27", 

f) e= 0,641 1636; 9, = 59" 16' 18,66". 
Die beigefügten Winkel 9, sind stets die letzten der entsprechenden, hier 
nicht mitgetheilten Tabellen, und der Index k giebt an, wie oft jeder 
Winkel corrigirt wurde oder kurz: die Anzahl der Perioden der Kette. — 
Die Controlreehnung Ze =0 und Fv’=0 bestätigt die Richtigkeit der 
sechs Wurzeln bis zur siebenten Decimale. 


Anmerkung. Das bisher angewendete Verfahren ist einer Verall- 
gemeinerung fähig, wenn man von Ketten wie 








I — 0, 
(78.) y= av+b, 
| C084 — Y, 
worin 
u 2mr+p% m=0,1,2,..,n—1 
(79.) © = C08 2 ) ( pn s ) 


ausgeht. Dieselben können zur Bestimmung der complexen Wurzeln ge- 
wisser reeiproker Gleichungen benutzt werden. 
Liegt nämlich vor 


' EEE we ri 
(&0.) ” +. ale +) 2b = NV, 
unter a, b gegebene reelle Zahlen verstanden, so setze man 
y DR 
(81.) [A sit +Y-—1sin ar 
n n 
dann entsteht 
Va 
(82.) COSI — aCos — +b =y, 


d. h. die erwähnte Kette, aus welcher nun 9 zu berechnen ist. 


IV. Steigerung der Convergens». 
Die An- und Umläufe zwischen zwei Curven 
(3.) y=yY(e) und y=v(e) 
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zeigen, wie früher bemerkt, bisweilen eine schwache Uonvergenz. Diese 
lässt sich beträchtlich steigern, wenn man eine jener Uurven dureh die 
ebenfalls den Schnittpunkt enthaltende Curve 
(83.) = W-p)-Iy-y) = 0 
ersetzt, wo 4 eine noch zu bestimmende Constante bedeutet. Setzen wir 
voraus, dass wir uns mittelst unserer gewöhnlichen Methode dem Sehnitt- 
punkt bereits genähert haben, also einen Näherungswerth & = x, besitzen, 
dann wird es zweckmässig sein, die neue Curve y so auszuwählen, dass 
ihre Tangente, für e=r, parallel der Abscissenaxe werde, denn dieser 
Richtung schmiegen sich die horizontalen Strecken der Läufe am innigsten 
an (Fig. 12.). 
Der Bedingung 
r dy 


\ — — 
\ ds 


und da hierdurch zugleich sichergestellt ist, dass der (horizontale) Lauf 


2 u ro 
We entspricht g(z,)— Aw (x,) 


auf Curve % beginnt, so ist die Kette 


(84.) = yo, ?= y”" oder auch z= w 
sicher convergent; ihre inverse kommt gar nicht in Betracht. 
i 2 (s, „ i i 
Bisher wurde 4 = als unveränderlich gedacht: aber das Ver- 


fahren kann noch schärfer gehandhabt werden, wenn man x, veränderlich 
nimmt und zwar für x, immer den zuletzt ermittelten, genaueren Näherungs- 
werth einträgt. Auf solche Weise kommt man nun auf die bekannte 
Newtonsche Näherungsmethode zurück. 


Um dies darzuthun, wähle man w(z) = x, dann gelangt man zur 
Kette 
a g(2,)— a8; 
(85.) =, = BEN 5 - Yı, 


1—g'(z;) 
und setzt man 


y(z)-z = f(x), 
wo nun f=0 die zu lösende Gleichung wird, so entsteht 
' ;+flz,)—-z;(1+f(e;)) (z;) 
(86.) "RE +2) . ag x I\ —, 
2 —f(@;) f(®;) 


d.h. die Newtonsche Formel*). 


*) Das gleiche Resultat lässt sich auch durch Drehung der Abscissenaxe erreichen. 


— Vergl. Abhandl. (A). 


39* 
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Dieses Ergebniss legt die Frage nahe, inwieweit das frühere Verfahren 
überhaupt Berechtigung hat. — Hier ist wohl vom theoretischen Standpunkte 
aus vor allem zu bemerken, dass die einfachen Kettenfunetionen, auf welche 
die Theorie der An- und Umläufe führt, an sich Interesse gewähren, um- 
somehr, als sie in anderen Zweigen der Analysis, bei der Integration der 
Differenzengleichungen, bei der elementaren Berechnung von 7 u. s. f. auf- 
treten. Die Convergenzbetrachtung solcher Funetionen dürfte, rein analytisch 
geführt, beträchtliche Schwierigkeiten aufweisen, während die geometrischen 
KEigenthümlichkeiten der entsprechenden Läufe ganz evident sind. 

Dann weiter: Die Newtonsche Methode erstreckt sich auf alle Glei- 
chungen ganz gleichmässig; die hier mitgetheilte ist dem besonderen Falle 
aber besonders angepasst. Daher kann sie auch Gebrauch von den spe- 
ciellen Eigenschaften der Functionen, wie z. B. der Periodieität machen. 
Die Formel von Newton repräsentirt ebenfalls eine Kettenfunction, welche 
aus f und f construirt wird; bei der unsrigen ist f gespalten in g—w, 
so dass sich die Betrachtung einfacheren Gebilden zuwenden kann. Dass 
endlich die Methode der An- und Umläufe praktisch brauchbar ist, zeigen 
wohl die angeführten numerischen Beispiele. — Bei schwacher Convergenz 
wird man allerdings auf Newtons Formel zurückgreifen, aber hiermit geht 
man nicht zu fremdartigen Betrachtungen über, denn jene Formel schliesst 
sich unserer Methode naturgemäss an. 


Chemnitz, December 1893. 








Ueber die Classification der nicht homogenen 
quadratischen Formen und der Oberflächen 
zweiter Ordnung. 

(Fon Herrn K; Menzel), 


Fine nicht homogene quadratische Form von » Variablen 
F= a+2 3b,%+ 3 0,2%;%; 
stellt gleich Null gesetzt eine Oberfläche zweiter Ordnung im »-dimensio- 
nalen Raume dar. Zwei Oberflächen dieser Art: 
F=-0, F=0 

sind dann und nur dann identisch, d. h. enthalten dieselben Punkte (z,, ..., z,), 
wenn die beiden Formen F und F sieh nur durch einen eonstanten Factor 
unterscheiden, d. h. wenn: 


F Bun a F 
ist, wo « eine positive oder eine negative Gonstante ist. — Zwei Oberflächen 
F(z,, o..0 2) — 0), F (s;; he x.) nn () 


sollen in eine Klasse gerechnet werden, wenn jede von ihnen in die andere 
durch eine reale endliche Coordinatentransformation übergeführt werden 
kann, d. h. wenn man eine umkehrbare lineare Transformation 


2 = &,+20,.2, 


finden kann, durch welche F in ein Vielfaches von F übergeht; offenbar 
seht dann F durch die inverse Transformation in ein Vielfaches von F 
über. Dann entsprechen sich die im Endlichen liegenden Punkte beider 
Oberflächen eindeutig. 


Nennt man zwei nicht homogene quadratische Formen F und F 
äquivalent, wenn die zugehörigen Oberflächen derselben Klasse angehören, 
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so fällt die Frage nach der Anzahl der Oberflächenklassen zusammen mit 
der nach der Klassenzahl der nicht äquivalenten quadratischen Formen. 

Anstatt der Form F wollen wir ihr Coefficientensystem, d. h. das 
symmetrische System 








Bar Bi 
Bi a er a, bu 
re er oder kürzer 

by, C;; 
Di C„1 a Con 


betrachten, in welchem allgemein: 


Dix ua; bu. Cr. = 6; 


ist, und zwei solche Systeme äquivalent nennen, wenn es die zugehörigen 
Formen sind, wenn also die durch sie dargestellten Oberflächen in dieselbe 
Klasse gehören. 

Man kann nun jedes gegebene System in ein ihm äquivalentes 
reducirtes überführen, und dann den Nachweis führen, dass diese letzteren 
einander nicht äquivalent sind. Die Klassenanzahl aller Oberflächen zweiter 
Ordnung stimmt also mit derjenigen der reducirten Systeme überein, welche 
ihrerseits durch einfache Abzählung gefunden werden kann. 


TER . a, D\ . - 
Ist F(x,,...., x,) eine beliebige quadratische Form, > & ihr Coef- 
2 
ficientensystem, und macht man für &,, ..., z, eine der folgenden elemen- 
taren und offenbar umkehrbaren Transformationen: 


(a.) x = yz, 
(b.) =D, =E, 
(e.) 2, =x+tz, oder auch z&,=z+t, 


wo z,, x, irgend zwei der Variablen sind, und wo alle übrigen Variablen 
x, immer den entsprechenden x, gleichzusetzen sind, so geht jedesmal F in 
eine äquivalente Form F über. Beachtet man aber, welche Veränderung 
das Coeifieientensystem bei jeder dieser drei Elementartransformationen er- 
fährt, so ergiebt sich zunächst das folgende Resultat: 


b a ’ ’ 2. 
Das System %% 2 geht in ein äquivalentes über, wenn man 


irgend eine seiner » letzten Zeilen mit einer nicht verschwindenden 
Constanten y multiplieirt, wenn man ferner irgend zwei der n 
letzten Zeilen mit einander vertauscht, und wenn man endlich zu 
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den Elementen irgend einer Zeile ein und dasselbe Vielfache der 
entsprechenden Elemente irgend einer der » letzten Zeilen hinzu- 
fügt, jedoch ist jedesmal die entsprechende Veränderung bei den 
Colonnen des Systemes ebenfalls vorzunehmen. 


. . .. a,b hd .. 
Jede dieser drei Veränderungen des Systemes r .) entspricht näm- 
’ 


lich einer der in (1.) angegebenen Elementartransformationen der Variablen 
von F. — Man kann nun leicht zeigen, dass man nicht bloss die » letzten 
sondern auch die erste Zeile und die erste Colonne des Systems mit einer 


Constanten y multiplieiren darf. Betrachtet man nämlich die zu F(x,,..... z,) 
äquivalente Form: 


Y.F(z, ..., ©) = 0.y+22b,y + 2320,y 2% 

und setzt in ihr: 
ey ::. BYE, 
so geht sie über in die äquivalente Form: 
F = a.y’+23b,7.%+36,2,%,, 

ay’, by\ 
by, ec / 
tion seiner ersten Zeile und Colonne mit y erhalten wird. Endlich kann 
man noch das ganze System mit —1 multiplieiren, da alsdann nur die Form 
F durch die äquivalente (—F) ersetzt wird. Fasst man diese letzten 
Resultate mit den vorher gefundenen zusammen, so ergiebt sich der Satz: 


deren Coefficientensystem ( aus dem ursprünglichen durch Multipliea- 


a,b ; end ae . 
Das System > 2 seht in ein äquivalentes über, wenn man 
9 


eine seiner Zeilen mit einer von Null verschiedenen Constanten 
multiplieirt, oder zwei Zeilen vertauscht, oder ein Vielfaches einer 
(A.) Zeile zu einer anderen addirt, und jedesmal dieselbe Operation bei 
den entsprechenden Colonnen ausführt; jedoch darf man die erste 
Zeile (und Colonne) weder mit einer späteren vertauschen, noch 
sie zu einer späteren addiren. Endlich kann man die Vorzeichen 

aller Elemente zugleich in die entgegengesetzten umwandeln. 
Betrachtet man nun zunächst das symmetrische System (e,) für sich, 
so kann man dieses, wie bekannt und leicht zu erweisen ist, durch die 
elementaren und symmetrischen Veränderungen seiner Zeilen, welche in 
(A.) angegeben wurden, stets auf ein sogenanntes Diagonalsystem redueiren, 
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so fällt die Frage nach der Anzahl der Oberflächenklassen zusammen mit 
der nach der Klassenzahl der nicht äquivalenten quadratischen Formen. 

Anstatt der Form F wollen wir ihr Coeffieientensystem, d. h. das 
symmetrische System 








a, Dir » er Don 
bi. C1, ne Cm d, bo: 
et ee oder kürzer 

bu C;; 
b,o, C„1 no... Con 


betrachten, in welchem allgemein: 

Dar = din Cr Ci 
ist, und zwei solche Systeme äquivalent nennen, wenn es die zugehörigen 
Formen sind, wenn also die durch sie dargestellten Oberflächen in dieselbe 
Klasse gehören. 

Man kann nun jedes gegebene System in ein ihm äquivalentes 
redueirtes überführen, und dann den Nachweis führen, dass diese letzteren 
einander nicht äquivalent sind. Die Klassenanzahl aller Oberflächen zweiter 
Ordnung stimmt also mit derjenigen der redueirten Systeme überein, welche 
ihrerseits durch einfache Abzählung gefunden werden kann. 


' iin s a, D\ . 
Ist F(&,, ..., x,) eine beliebige quadratische Form, er ihr Coef- 
3 
ficientensystem, und macht man für z,, ..., x, eine der folgenden elemen- 
taren und offenbar umkehrbaren 'Transformationen: 


(a.) = YI, 
(b.) T, — I; LT; = L;, 
(e.) z, =x2+tz, oder auch 2 =z,+t, 


wo z,, x, irgend zwei der Variablen sind, und wo alle übrigen Variablen 


T 


‚ Immer den entsprechenden x; gleichzusetzen sind, so geht jedesmal F in 
eine äquivalente Form F über. Beachtet man aber, welche Veränderung 
das Coefficientensystem bei jeder dieser drei Elementartransformationen er- 


fährt, so ergiebt sich zunächst das folgende Resultat: 
a,b i iin 2. 
Das System % .) geht in ein äquivalentes über, wenn man 
„ec 
irgend eine seiner » letzten Zeilen mit einer nicht verschwindenden 


Constanten y multiplieirt, wenn man ferner irgend zwei der n 
letzten Zeilen mit einander vertauscht, und wenn man endlich zu 
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den Elementen irgend einer Zeile ein und dasselbe Vielfache der 
entsprechenden Elemente irgend einer der » letzten Zeilen hinzu- 
fügt, jedoch ist jedesmal die entsprechende Veränderung bei den 
solonnen des Systemes ebenfalls vorzunehmen. 


s i “ a, b u. 
Jede dieser drei Veränderungen des Systemes pe entspricht näm- 
‚e 


lich einer der in (1.) angegebenen Elementartransformationen der Variablen 
von F. — Man kann nun leicht zeigen, dass man nicht bloss die » letzten 
sondern auch die erste Zeile und die erste Colonne des Systems mit einer 
Constanten y multiplieiren darf. Betrachtet man nämlich die zu F(x,,.... «,) 
äquivalente Form: 


2 \ 2 . 2 
v'.F(z, -.., &,) = a.y+22b,Y0.+22ec, 


und setzt in ihr: 


m =yi ::. BSYD 
so geht sie über in die äquivalente Form: 


F = a.y’+22b4Y.% + 3c,®, X, ’ 


: ’, by ER 1 
deren Coefficientensystem vH .s ) aus dem ursprünglichen durch Multipliea- 


tion seiner ersten Zeile und Colonne mit y erhalten wird. Endlich kann 
man noch das ganze System mit —1 multiplieiren, da alsdann nur die Form 
F durch die äquivalente (—F) ersetzt wird. Fasst man diese letzten 
Resultate mit den vorher gefundenen zusammen, so ergiebt sich der Satz: 


a,b ; FREE? Mr 
Das System e 2 seht in ein äquivalentes über, wenn man 
, 


eine seiner Zeilen mit einer von Null verschiedenen Uonstanten 
multiplieirt, oder zwei Zeilen vertauscht, oder ein Vielfaches einer 
(A.) Zeile zu einer anderen addirt, und jedesmal dieselbe Operation bei 
den entsprechenden Colonnen ausführt; jedoch darf man die erste 
Zeile (und Colonne) weder mit einer späteren vertauschen, noch 
sie zu einer späteren addiren. Endlich kann man die Vorzeichen 

aller Elemente zugleich in die entgegengesetzten umwandeln. 
Betrachtet man nun zunächst das symmetrische System (e,) für sich, 
so kann man dieses, wie bekannt und leicht zu erweisen ist, durch die 
elementaren und symmetrischen Veränderungen seiner Zeilen, welche in 
(A.) angegeben wurden, stets auf ein sogenanntes Diagonalsystem redueiren, 














306 Hensel, Classification nicht homogener quadratischer Formen u. Oberflächen 2. Ordn. 


d.h. auf ein solches, welches zu beiden Seiten seiner Diagonale lauter 
Nullen enthält. 

Die Diagonalelemente sind sämmtlich +1 oder Null, und zwar können 
die Elemente +1 durch symmetrische Reihenvertauschungen an die ersten, 
die Elemente —1 an die folgenden Stellen gebracht werden, so dass auf 
sie erst die Elemente Null in der Diagonale folgen. Es mögen oe Elemente 
+1, 0° Elemente —1 in jenem Diagonalsystem auftreten, so dass dasselbe 
ausserdem noch a—(o+0") Elemente Null enthält; dann kann das redueirte 
System (e,,) in leicht verständlicher Weise folgendermaassen bezeichnet werden: 


(+1), 0 0 
u’ re 8 
v 0 (0) 

Genau dieselben Reihenverbindungen kann man nun bei dem ganzen 

Systeme Rx .) vornehmen, weil hier niemals die erste Zeile oder Colonne 
mit einer der folgenden verbunden wird. Dann geht dieses System in ein 
äquivalentes über, das folgendermaassen geschrieben werden kann: 
a, bo, bo, )®) 
vr (EM 0 
6b, Dr)... 0 
0, 0, (0) 
und in welchem jetzt auch die Elemente 5 andere geworden sind. Hier 
können die o-+0' Elemente 5 und 5°, welche mit einem der Diagonal- 
elemente +1 in einer Reihe stehen, dadurch zu Null gemacht werden, dass 
man ein geeignetes Vielfaches der zu jener Einheit gehörigen Reihe von 
der ersten abzieht, was ja gestattet ist. In dem so sich ergebenden äqui- 
valenten Systeme 








0, 0), 4@ 
De 
Bi. 
0, A 


b) 








kann endlich, falls von den noch übrigen »—(go+o") Elementen 5® auch 
nur eines von Null verschieden ist, dieses durch Reihenvertauschung an die 
erste Stelle der Elemente 5“ gebracht, und dann durch Division der zuge- 
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hörigen Zeile und Colonne mit 5b{” zu 1 gemacht werden. Hierauf können 


alle auf dieses erste Element folgenden Elemente 5b“, sowie auch das an 
erster Stelle stehende Element « dadurch zu Null gemacht werden, dass 
man geeignete Vielfache der zu bi” gehörigen Zeile von allen folgenden, 
sowie von der ersten abzieht, und ebenso mit den Colonnen verfährt. 

Durch diese Elementartransformationen geht das ursprüngliche System 
in ein äquivalentes redueirtes über, in welchem 


Orr ae; u +1, Cor, =" Oo4or,atei ° (). 


00 i 
== bio +o’+1 = l 


bb 


o+o’+1,0 
und alle übrigen Elemente gleich Null sind; die ursprüngliche Form ist 
also in diesem Falle der redueirten: 


) 


(3.) ++ 


DD 


In 
| 
Ir 


äquivalent. 

Sind dagegen in dem Systeme (2.) alle Elemente 5° gleich Null, 
so kann man, falls « > 0 ist, dieses erste Element dadurch zu +1 machen, 
dass man die erste Zeile und die erste Colonne durch Yja| dividirt, wo |a| 
den absoluten Werth von a bezeichnet. In diesem Falle ist also die ur- 
sprüngliche Form einer der drei redueirten 


3a \ £2 | c? c2 a? 

(3*.) +1+5 + ie 7 u 77 

ab \ £2 ı E 28 c2 &2 

(3 .) u Fr 
äquivalent. 


Bei den reducirten Formen (3.) und (3°.) kann man endlich voraus- 
setzen, dass die Anzahl o der positiven Quadrate grösser oder wenigstens 
gleich ist der Anzahl go der negativen, denn falls dies nicht der Fall sein 
sollte, so kann diese Form durch Multiplication mit —1 und geeignete 
Elementartransformationen in eine äquivalente übergeführt werden, bei der 
diese Voraussetzung erfüllt ist. 

Bei den Formen (3°) dagegen kann man, eventuell durch Multipli- 
:ation mit —1l und Vertauschung der Variablen, stets erreichen, dass das 
constante Glied gleich +1 ist, dann kann aber 0 > o' sein. 

Fasst man die so gewonnenen Typen reducirter Formen in etwas 
anderer Weise zusammen, so lässt sich das bis jetzt gefundene Ergebniss 


folgendermaassen aussprechen: 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 4. 
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Jede nicht homogene quadratische Form ist einer der folgenden 
redueirten Formen äquivalent: 





(1.) The zuctdn 2 Thum 17° Gain FERE (He me <e) 
(11.) Ir. + tur: (e+0' n) 
(111.) ++ Fl FE u et Beer (o re’ — s-—1; e > 0) 


Man kann nun leicht nachweisen, dass von den so gefundenen For- 
men (I.), (II), (II.) keine einer anderen äquivalent ist. Durch die ge- 
statteten T'ransformationen wird nämlich der Rang des ganzen Coefficienten- 


a,b i ' “ “ Be . 
systems im .) bekanntlich nicht geändert. Ebenso wenig ändert sich aber 


auch der Rang des Systemes (c,) für sich, da bei einer jeden 'Transfor- 
mation die Zeilen und Colonnen dieses Systems stets nur unter sich und 
nie mit der ersten Zeile oder Colonne des ganzen Systems verbunden werden. 
Bezeichnet man also den Rang des ganzen Systemes . " und den des 
inneren Systemes (c) beziehlich durch [a, b, e] und [ce], so sind diese Zahlen, 
also auch die aus ihnen gebildeten 

(Jı = la, b, e]-Ie], 

1), = [el 

für jede beliebige Transformation der Formen F Invarianten; zwei redueirte 
Formen können also nicht äquivalent sein, wenn (J,J,) für beide ver- 
schieden sind. Sucht man nun für die Coeffieientensysteme der redueirten 


(4) 


Formen (I.), (1I.), (III.) den Rang der Systeme (ec) und & N so ist ersterer 


in allen drei Fällen gleich (e-+e), dagegen ist der Rang des ganzen 
Systems in den drei unterschiedenen Formen beziehlich gleich (e+e'), 
(o+o +1), (o+0'+2). Die beiden Invarianten (4.) sind also für diese drei 
Formen 


(J = 0, 1, 2, 
(4) 


I) = +0. 
Hieraus folgt zunächst, dass zwei redueirte Formen der drei Abtheilungen 
(1.), (IL), (IIL) nur dann äquivalent sein könnten, wenn beide derselben 
Abtheilung angehören, und wenn ferner die Anzahl o-+o’ der positiven und 
der negativen Quadrate zusammengenommen bei beiden dieselbe ist. 

Aber auch zwei solche Formen können nur dann äquivalent sein, 
wenn die beiden Anzahlen o und o' für sich bei beiden übereinstimmen, 
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d.h. wenn beide Formen identisch sind. Um dies nachzuweisen bemerke 
ich, das alle hier angewendeten Coordinatentransformationen nur symmetrische 


- [3 NY ad b » 
Transformationen des symmetrischen Systems (,’ d. h. solche sind. welche 
. “ h C I 


die Zeilen und Colonnen desselben in gleicher Weise umformen. Durch 
diese werden aber der positive und der negative Trägheitsindex dieses 
Systems nicht geändert; oder, was dasselbe ist, die Anzahl der positiven 
und die der negativen Quadrate, in welche die homogen gemachte quadra- 
tische Form F, d.h. 


(5.) ac, +23b,&0r + 2Cc,8,T, 


transformirt werden kann, sind für alle hier auftretenden Coordinatentrans- 
formationen Invarianten. Dasselbe gilt aber auch für die beiden Trägheits- 
indices des inneren Systems (c,) allein, oder was dasselbe ist, für die An- 
zahlen der positiven und negativen Quadrate, in welche die quadratische Form: 


(5°.) Zeuae, 


transformirt wird, weil diese, wie oben erwähnt, durch alle hier auftreten- 
den linearen Substitutionen für sich transformirt wird. Multiplieirt man 
endlich die ganze Form mit einer positiven Oonstanten, so bleiben jene 
beiden Paare von Trägheitsindices ungeändert, dagegen vertauschen sich 
jene Indices und zwar in beiden Formen, sobald dieselben mit einer negativen 
Constanten multiplieirt werden. 

Nach einer von Herrn Frobenrius vorgeschlagenen Bezeichnung soll 
die Anzahldifferenz der positiven und der negativen Quadrate, in welche eine 
quadratische Form transformirt werden kann, oder, was dasselbe ist, die 
Vorzeichensumme jener Quadrate die Signatur der Form, oder übertragen 
auch die Signatur ihres Coefficientensystemes genannt werden. Dann bleibt 
die Signatur der beiden Formen (5.) und (5*.) bei jeder Uoordinatentrans- 
formation, sowie auch bei Multiplication der Formen mit einer positiven 
Constanten ungeändert, weil dasselbe für die Trägheitsindices gilt, dagegen 
ändert die Signatur beider Formen ihr Vorzeichen, wenn sie mit einer 
negativen Uonstanten multiplieirt werden. DBezeichnet man also die ab- 
soluten Werthe der Signaturen der beiden Systeme D ") und (e) bezieh- 
lich durch 


l | | 


a,b, ce} und Je), 
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so sind diese und somit auch die aus ihnen gebildeten Zahlen: 
Y = ia, b, ei—jel, 
Sı = je; 
für jede "Transformation der Formen ebenfalls Invarianten; zwei reducirte 
Formen können also nicht äquivalent sein, wenn nieht auch diese Zahlen 
für beide denselben Werth haben. 

Nun ist für alle Formen (I.), (IL), (III.) 


6 \ 
OD. 
\ J 


3 = je) = le-e!|, 
wo |o—o) wie gewöhnlich den absoluten Werth der Zahl o—o’ bedeutet: 
da nun in (l.) und (Ill.) 0. = o vorausgesetzt werden konnte, so ist für diese 

4 = 0—O. 

Für zwei redueirte Formen dieser beiden Abtheilungen stimmen also die In- 
varlanten [e] = e-+0' und |e) = g—e' nur dann überein, wenn 0 und 0° selbst 
für beide gleiche Werthe haben, d.h. wenn jene beiden Formen identisch sind. 
Für die in der Abtheilung (IL) befindlichen Formen ist nun die 


Signatur |a, b, ec! = |o+1-e|, es ist also hier: 
%= la, b, e/ -|ce; =Je-e+1l-je-e| = +1, 


je nachdem 0 —e oder e <Ze ist. Für diese Formen ist also: 

Sud = 0-0. 
Da nun für die Formen (11.), für die o+o denselben Werth hat, die 
Differenz SS; = o—o' lauter verschiedene Werthe besitzt, so sind auch diese 
nicht unter einander äquivalent. 

Jede nicht homogene quadratische Form ist also einer und nur einer 
der redueirten Formen (I.), (II), (III) äquivalent; es ergiebt sich somit 
der Satz: 

Zwei Oberflächen 
F = a+23bu4t+ 2042; 
F = a +2 3b,%, + :c,2%;% 
gehören dann und nur dann in dieselbe Klasse, sind also linear 
in einander transformirbar, wenn die vier Invarianten: 
),=[a, b, e)-[c, I=la, b, e|-|el, 
J = [el], 8 = le! 


fiir beide dieselben Werthe haben. 


. 
| 








Hensel, Classification nicht homogener quadratischer Formen u. Oberflächen 2. Ordn. 311 


Hierbei mag bemerkt werden, dass für J,= 0 oder 2 die Invariante 
3, fortgelassen werden kann, für J, = 1 aber die beiden Invarianten I, und S, 
durch die eine 9,3, ersetzt werden können, so dass man in jedem Falle 
nur drei Invarianten zu untersuchen hat. 

Nunmehr kann die Anzahl der redueirten Formen in den Abtheilungen 
(1.), (IL), (IIL) durch einfache Abzählung gefunden werden. Für die erste 
unter ihnen ist diese Anzahl A, gleich derjenigen aller Zahlenpaare (o, oe). 
deren Summe gleich oder kleiner als » und von denen die erste nicht 
kleiner ist als die zweite. Eine einfache Discussion der beiden möglichen 
Fälle (a = 2» oder 2»+1) ergiebt diese Anzahl gleich: 


(n+2)’—1 (n-+1)(n+3 


(n +2) u a 
7 odeı 1 = N 


/ 


je nachdem » gerade oder ungerade ist. Beide Fälle sind also in dem 
Ausdruck 


R z (n+2)°"\ 
(8.) A, = E( u, 


zugleich enthalten, wenn, wie gewöhnlich, E(«) die in dem Bruche « ent- 
haltene grösste ganze Zahl bedeutet. Hieraus ergiebt sich für die Anzahl 
A, der in (Ill.) enthaltenen redueirten Formen der Ausdruck: 


a N i B N } nr 
(8°.) A = Ei), 


dadurch dass man oben » durch »—1 ersetzt. Da nun von den beiden 
Zahlen »+1 und »+2 eine gerade und eine ungerade ist, so ist die Anzahl 
der redueirten Formen (l.) und (III.) zusammengenommen gleich 
(n+2)’+(n+1)’—1 (n+1)(n+2) 
A, . A; — 4 —— 5 . 

Die Zahl A, der redueirten Formen (11.) endlich ist der Anzahl 
aller nicht negativen Zahlenpaare (0,0) gleich, deren Summe nicht grösser 
als » ist; da nun hier, zu jedem o=n-—i die ö+1 Zahlen 0! =0,1,...,i 


% 


gehören, so Ist 


(8°) au; (n- I’(n+2). 
.) a JRR .) 


Die Anzahl A,+A,+4A, aller redueirten Formen, oder die Klassenzahl 
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der Oberflächen zweiter Ordnung im »-dimensionalen Raum ist also gleich: 
(n+1)(r+2), 
d.h. man erhält den wichtigen Satz: 
Die Anzahl aller Klassen von Oberflächen zweiter Ordnung 
im z-dimensionalen Raume, welche durch eine reale endliche 
Coordinatentransformation nicht in einander übergeführt werden 
können, ist stets gleich (a+1)(r-+2). 
So ist die Klassenanzahl der durch eine Gleichung 


a+2br+cr = 0 


auf einer Linie definirten Punktsysteme gleich 6, die Anzahl der durch eine 
Gleichung 
a+2b,2+2b,y+c,x+2c;0y+C.y’ = 0 


definirten Kegelschnittklassen gleich 12, die Anzahl der Klassen von Ober- 
tlächen zweiter Ordnung im Raume gleich 20 ete. Doch mag gleich an 
dieser Stelle bemerkt werden, dass hier die uneigentlichen Oberflächen 
zweiter Ordnung, d. h. diejenigen, welche gar keine Glieder zweiter Ord- 
nung besitzen, also Oberflächen erster Ordnung sind, jedesmal mitgezählt 
sind. Beachtet man, dass bei allen linearen Transformationen das innere 
System (c,) für sich umgeformt wird, dass dasselbe also lauter verschwin- 
dende Glieder behält, wenn es einmal solche hat, so erkennt man, dass die 
Anzahl der redueirten wneigentlichen quadratischen Formen gleich drei ist, 
und zwar sind das die folgenden: 


1) 06-0, Bi=0,: 8,250; 


und diese stellen geometrisch betrachtet beziehlich den ganzen »-dimensio- 
nalen Raum, alle unendlich fernen Punkte des Raumes und eine ebene 
(a—1)-fache Mannigfaltigkeit in demselben dar. Die Anzahl der Klassen 
eigentlicher Oberflächen zweiter Ordnung ist also in jedem Falle 
n(n+3)—1, 
also z. B. gleich 3, 9, 17 für z=1, 2, 3. 
Für die vorher angegebene Zusammenfassung der redueirten Ober- 
flächen zweiter Ordnung in die drei Abtheilungen (1.), (1I.), (III) war zu- 
nächst nur der verschiedene Charakter der Üoefficientensysteme von F mass- 


gebend gewesen. Es soll jetzt aber nachgewiesen werden, dass die jenen 
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reducirten Formen in (I.), (II.), (III) entsprechenden Oberflächenklassen 
auch geometrisch in einer sehr nahen Beziehung zu einander stehen, und 
es soll der Charakter derselben angegeben werden. 

Ist F(x,, &,...,2,)=0 die Gleichung einer beliebigen Oberfläche 
zweiter Ordnung, so soll im Anschluss an eine gebräuchliche Bezeichnung der 
analytischen Geometrie ein Punkt (n,, ..., 7.) des »-dimensionalen Raumes 
ein Mittelpunkt der Oberfläche genannt werden, wenn diese in Bezug auf 
ihn symmetrisch liegt, d.h. wenn ein Punkt (n,+y,, ...,7.+y,) dann und 
nur dann auf F liegt, wenn auch der symmetrisch liegende (n,—Yı. .... 7.—Y,) 
derselben angehört. Da dann aber die beiden Flächen: 


F(n+y)=0 und F(n,-y, = 0 


genau dieselben Punkte enthalten, so können sich ihre linken Seiten nur 
durch einen constanten Factor unterscheiden, d. h. es muss für variable 
Yı +, 9, die Identität bestehen: 


(9.) Fm+tYyn + mtYy) = AFlm—Yn - + Mm Ya); 


wo 4 eine nicht verschwindende Constante ist. 
Entwiekelt man die Functionen zweiten Grades auf beiden Seiten der 


Gleichung (9.) nach Potenzen von y,, -.-, Y., so ergiebt sich die folgende 
Bedingung dafür, dass der Punkt (n,, .... 7.) ein Mittelpunkt jener Ober- 


fläche ist: 
(+Z&Fy+ 52 F,.yiY,) — A(F,- =Fy+3=F,y.), 


wo zur Abkürzung: 
( F(n,, A u A?F 


Hofn. a) Am 
() (n, In, t on, } N; m; 

gesetzt ist. Ist nun zunächst F eine eigentliche Oberfläche zweiter Ordnung, 
so sind nicht alle Coefficienten F,, gleich Null, und die obige Gleichung 


ist dann und nur dann erfüllt, wenn 
(10.) ar Flnmi oa) V G-1,3 n) 
ist. Ist dagegen F=0 nur eine Oberfläche erster Ordnung, d. h. eine Ebene 
im »-dimensionalen Raume, sind also alle Coeffieienten F, = 0, aber nicht 
alle Glieder erster Dimension F,= 0, so ergiebt sich aus jener Gleichung: 
i=-L R=-Fin.., m), 


d.h. alle Punkte (n,,...., 7.) der Ebene F=0 selbst und nur sie sind in 
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diesem Sinne Mittelpunkte derselben. Sind endlich im Grenzfalle auch alle 
(Glieder erster Dimension Null, ist also die Gleichung von der Form a=0, 
so ist A= +1, und aus (9.) folgt, dass dann jeder Punkt des Raumes als 
Mittelpunkt anzusehen ist, wie dies auch geometrisch evident ist. Be- 
schränken wir uns also der Einfachheit wegen auf eigentliche Oberflächen 
zweiter Ordnung, so ergiebt sich: 
Ein Punkt (7, -.., 7.) ist dann und nur dann ein Mittelpunkt 
einer eigentlichen Oberfläche zweiter Ordnung F=0, wenn seine 
Coordinaten den » linearen Gleichungen: 


(11.) IF, = butcımt + C;nNn = ) IE EEE ER 
genügen. 
Der Punkt (n,, ...,2,) ist also dann und nur dann ein Mittelpunkt 
von F=(, wenn in der nicht homogenen Function zweiten Grades 


(12) lyı --, y=Fon+y) = Fn)+ZFn)uv+3l8F,.yyY 


alle Glieder erster Dimension in %,, -.., 4. gleich Null sind, und dieser 
Mittelpunkt (n,, ...,7,) liegt auf der Fläche oder ausserhalb derselben, je 


nachdem in der Funetion (yı, ..., y,) das constante Glied entweder eben- 
falls gleich Null oder von Null verschieden ist. 

Unterwirft man nun die Variablen x, ..., x, einer beliebigen Uoor- 
dinatentransformation 


(12.) 2, = au +2o,8;, 


und sind (7, ...,2,) die Coordinaten des dem Punkte (n,, ..., 7,) ent- 
spreehenden Punktes, ist also allgemein: 


“Ja Y an | . % N 
(12 % nn; = Gurt = 0O4Nes 


so ist (95 ...,2,) für die transformirte Oberfläche F(z,, .... z,)=0 ebenfalls 
ein Mittelpunkt, denn für diese hängen die neuen Variablen y, = x,—n, mit 
den ursprünglichen y;, = x,—n, durch die aus (12.) und (12°.) sich ergebende 
umkehrbare homogene lineare "Transformation: 
Y; Pr = 0,9, 

zusammen; der transformirten Form 

Kl, EEE |, ; 

(Yy . 9) = Finty) 
fehlen also die Glieder erster Dimension dann und nur dann, wenn dies 
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bei der ursprünglichen Form der Fall war, und das Entsprechende gilt 
alsdann von dem Verschwinden bzw. Nichtverschwinden der constanten 
Glieder. Da endlich die Mittelpunkte von F=0 und «.F=0 offenbar 
stets dieselben sind, so ergiebt sich der Satz: 

(Gehören zwei Oberflächen einer und derselben Klasse an, 
gehen also ihre sämmtlichen Punkte durch eine lineare Üoor- 
dinatentransformation in einander über, so gehen ihre Mittelpunkte 
durch dieselbe Transformation in einander über. 

Man braucht also nur die Mittelpunkte für die Oberflächen 


! 2 2 2 2 
(I .) at tz, Rn Co+ iu ut 7 — A). 
(II'.) 1+ x, + >. + z, Fo Dur de x. Ho’ — (), 
(IIT.) + 2, IH Dia 2, +2z,,, +1 na V 


zu untersuchen, welche den redueirten Formen (1.), (II.), (III) entsprechen, 
d.h. man hat ihre partiellen Ableitungen nach x, ..., x, einzeln gleich 
Null zu setzen, und aus diesen » linearen Gleichungen die Coordinaten der 
Mittelpunkte zu bestimmen. Für die Oberflächen (T.) und (IT.) ergeben 


sich so die Gleichungen: 
u. ==. = 24 =, 


während die übrigen Coordinaten z,,;,41, --, 2, völlig beliebig bleiben. 
In beiden Fällen erfüllen also die Mittelpunkte eine ebene Mannigfaltigkeit, 
deren Ordnung gleich a—-(e+o'), d.h. gleich »—[e] ist; und die so ge- 
fundenen Punkte liegen jedesmal alle auf der Obertläche selbst oder ausser- 
halb derselben, je nachdem diese der Abtheilung (T..) oder (IT'.) angehört. 
Die Oberflächen der dritten Abtheilung besitzen dagegen gar keine im End- 
lichen liegenden Mittelpunkte, da hier zu den vorigen linearen Gleichungen 


noch die eine: 
OF 


OI, +-0’+]1 
- y 


— > — () 


hinzukommt, welche durch endliche Werthe der Variablen x. .... x, nicht 
zu befriedigen ist. Man erhält also den Satz: 
Die Mittelpunkte einer Oberfläche zweiter Ordnung liegen 
sämmtlich auf ihr, oder sämmtlich ausserhalb derselben, oder aber 
alle im Unendlichen, je nachdem ihre erste Invariante 


Jı = la, b, e]—Ic] 
Journal für Mathematik Bd. CXIII. Heft 4. 4] 
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den Werth 0, 1 oder 2 besitzt; in den beiden ersten der unter- 
schiedenen Fälle erfüllen die im Endliechen liegenden Mittelpunkte 
eine ebene Mannigfaltigkeit, deren Ordnung gleich 


n—J, = n-[e] 
ist. 

Die Flächen zweiter Ordnung, welche im Endlichen Mittelpunkte be- 
sitzen, sollen Mittelpunktsflächen genannt werden, und zwar Mittelpunktsflächen 
der ersten oder der zweiten Art, je nachdem die Mittelpunkte auf ihr oder 
ausserhalb derselben liegen. Dagegen mögen die Flächen ohne einen 
Mittelpunkt im Endlichen, parabolische Flächen heissen. Beachtet man dann, 
dass diese Eintheilung mit der in (1), (II.), (III) gegebenen zusammenfällt, 
dass aber von jeder dieser redueirten Formen je eine fortzulassen ist, weil 
sie keiner eigentlichen Oberfläche entspricht, so ergiebt sich endlich leicht 
der Satz: 

Die Anzahl der Klassen von Mittelpunktsflächen erster Art ist 


n(n+5) 
ot 


E Pr ); die der Mittelpunktsflächen zweiter Art und 


in n+5) 
(° Id ). 


die Anzahl der Klassen parabolischer Flächen ist E 


Zum Abschluss dieser Bemerkungen soll als ein einfaches Beispiel 
die Eintheilung der 17 Oberflächen zweiter Ordnung im Raume nach den 
Werthen ihrer 4 Invarianten angegeben werden: 


D 4=[#?]-[e]= 0. Mittelpunktsflächen der ersten Art. 
(Alle Mittelpunkte der Oberfläche liegen auf derselben.) 


Anzahl E(") = 5. 


J, = [e;]: 8 = Je,|: Redueirte Formen: Bedeutung: Mittelpunkte: 
1 1 e = 0 Doppelebene. - YZ-Ebene. 
2 2 z’+y’ = 0 2 sich schneidende Z-Axe. 


imaginäre Ebenen. 


2 ( x’—-y’ = 0 2 sich schneidende Z-Axe. 
reale Ebenen. 
3 3 z’+y’+z° = 0 Imaginärer Kegel. Anfangspunkt. 


z2+y—z = 0 Realer Kegel. Anfangspunkt. 














1) „= > )-Iel =]. Mittelpunktsflächen der zweiten Art. 


3 


(Alle Mittelpunkte liegen ausserhalb der Fläche.) 


Anzahl = = 9, 
= [Al = 1 N — ce! = +1:%=!el}: Redueirte Form: Bedeutung: 
1 +1 1 1+2°=0 2 parallele 
imaginäre Ebenen. 
1 —] 1 l-r’=0 2 parallele 
reale Ebenen. 
2 +1 2 I+2°+y’=0 imaginärer ellip- 
tischer Cylinder. 
2 +1 Ö 1+r°—y'=0  hyperbolischer 
Cylinder. 
2 —1 2 1-r-y=0 realer ellip- 
tischer Cylinder 
3 +1 3 1+2 + y+2°=0 imaginäres 
Ellipsoid. 
3 +] 1 l+r'+y'—z =0 zweischaliges 
Hyperboloid. 
h —1] 1 l+r°-y—z=0 einschaliges 
Hyperboloid. 
3 —1 3 1—-2’—y’—z’=0 reales Ellipsoid. 


Vi t . Ya 
Il) J,= er 4 —[e}=2. Parabolische Flächen. 


(Alle Mittelpunkte liegen im Unendlichen. 


Anzahl E( nd 3. 
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Mittelpunkte: 
YZ-Ebene. 


YZ-Ebene. 
Z-Axe. 
Z-Axe. 
Z-Axe. 

nskinehe 
Anfangspkt. 
Anfangspkt. 


Anfangspkt. 


# 

J=[c,l: I = Je): AReduecirte Form: Bedeutung. 
1 | 2 +2y=(0 Parabolischer Cylinder. 
2 2 z’+y’+22 = 0 Elliptisches Paraboloid. 
2 0 z’—y’+22=(0 Hpyperbolisches Paraboloid. 


Berlin. d. 18. Januar 1894. 











Ueber permanente Rotationsaxen bei der Bewegung 
eines schweren Körpers um einen festen Punkt. 


(Hierzu Tafel 2.) 


(Von Herrn ©. Staude in Rostock.) 


EL allgemeine Problem der Rotation eines schweren Körpers um 
einen festen Punkt ist unter drei verschiedenen speciellen V.oraussetzungen, 
die sich auf das Grössenverhältniss der Hauptträgheitsmomente des Körpers 
für den Drehungspunkt und auf die Lage des Schwerpunktes beziehen, voll- 
ständig erledigt worden*). 

Die Aufgabe der vorliegenden Abhandlung ist es, nachzuweisen, dass 
für die Differentialgleichungen des genannten Problems, auch wenn keinerlei 
Voraussetzungen über die Hauptträgheitsmomente und die Lage des Schwer- 
punktes gemacht werden, doch noch einfach-unendlich viele Lösungen an- 
gegeben werden können. Dieselben bedeuten gleichförmige Rotationen des 
Körpers um unveränderliche Axen, die in besonderer Weise in ihm gelegen 
sind. Es findet sich nämlich in dem Körper ein dem gewählten Drehungs- 
punkte eigenthümlicher Kegel zweiter Ordnung, welcher mit dem Trägheits- 
ellipsoid dieses Punktes concentrisch, aber nicht coaxial ist und wesentlich 
von der Lage des Schwerpunktes gegen die Hauptträgheitsaxen abhängt. 
Jede Erzeugende dieses Kegels bleibt, wenn sie vertical und mit einem 
bestimmten ihrer beiden Enden nach oben gestellt ist, während zugleich der 
Körper mit einer bestimmten Winkelgeschwindigkeit um sie in Rotation 
versetzt wird, permanente Rotationsaxe des schweren Körpers. 

Dieses allgemeine Resultat, welches in den $$ 1—5 dieser Abhand- 
lung entwickelt wird, kann nach zwei Richtungen speecialisirt werden, indem 
einerseits über die Lage des Schwerpunktes gegen das Trägheitsellipsoid 


*) Vgl. über die drei Fälle Sophie Kowalevski, sur le probleme de la rotation d’un 
corps solide autour d’un point fixe, Acta mathematica, Bd. XII, S. 183 unten. 
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und andererseits über die Gestalt des letzteren besondere Annahmen einge- 
führt werden. Die hierbei sich ergebenden Veränderungen des Resultates, 
welche zuletzt in bekannte Sätze auslaufen, wird in den $$ 6—7 dargelegt. 

Da in diesen Untersuchungen die kleinste, mittlere und grösste Axe 
des Trägheitsellipsoides sich nicht ganz gleich verhalten, ergab es sich als 
nothwendig, auch coordinirte Fälle vollständig aufzuführen, und zeigte sich 
zugleich, dass die zusammenfassende Formulirung der Resultate dureh 
schematische Figuren nicht unbedeutend vereinfacht werden konnte. Die 
aus diesem Grunde beigefügten Figuren 4—14 sind daher in Verbindung 
mit den betreffenden Stellen des Textes geradezu als eine tabellarische 
Uebersicht der Resultate der Abhandlung zu betrachten. 


$1. 
Allgemeine Form der Bedingungsgleichungen der permanenten Verticalaxe. 

Es sei Oazyz (Fig. 1) ein im Raume festes rechtwinkliges Coordinaten- 
system mit senkrecht nach oben gerichteter z-Axe.. Um den Anfangspunkt 
O desselben drehe sich ein schwerer Körper von der Masse M, dessen 
Hauptträgheitsaxen für den Punkt O0 ein zweites Coordinatensystem O&nL 
bilden. Die entsprechenden Hauptträgheitsmomente des Körpers seien 
A, B, ©. Die Coordinaten des Schwerpunktes S seien mit &, 7. 5. die 
Richtungscosinus der z-Axe mit c,, ©, c, und die Componenten der Winkel- 
geschwindigkeit des Körpers mit A, u, v bezeichnet, alle drei Angaben be- 
zogen auf das Axensystem O&rl. Endlich sei g die Beschleunigung der 
Schwere. 

Bei diesen Festsetzungen gelten für die Drehung des Körpers die 
folgenden sechs Differentialgleichungen: 








Ak —(B—-C)uvr = — Mg(n6—&,6;), 
(1.) Bu —(C- A)vri = —My(S,c, — 5,6;), 
Cv —(A—-B)iu = —Mg(&,o—nuC}), 
ce = Gv—6GU, 
(2.) G = GA—cr, 
= GUuU—CÄA, 


in denen die Accente die Differentiation nach der Zeit f bedeuten. Zu diesen 
Gleichungen treten ferner die Relation: 


a+co+c = | 
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zwischen den drei Riehtungscosinus ce, &, ec; und die beiden Integrale: 


( 3(A + Bu’+Cv)) = —Mg(e $,+cnu+ 636)+ h, 
| Akc, +Buc,+Crve, = k 


1 


(3.) 


\ 


mit den Integrationsconstanten A und k. Für die absolute Grösse der 
Winkelgeschwindigkeit (A, u, v) des Körpers um die instantane Drehungsaxe 
führen wir noch die Benennung ® ein, so dass 
(4.) o = +/2 + W+V%. 
Wir untersuchen nun, unter welchen Bedingungen den angeführten 
Ditferentialgleichungen durch die Annahme: 
5) a=4,0=Pß,o=Y, 6) +1 
mit eonstanten Werthen von «, 9, y genügt werden kann. | 
Setzen wir also die Gleichungen (5.) voraus, so folgt zuerst aus (2.): 
0 = Pr—yu, 
= yl-ov, 


0 = au—fi, 
oder mit Rücksicht auf (4.) und (5'.): 
(6.) ,=20w0, u=eEßw, v=eEyw, 
wo e=-+J]l oder =—1 ist. Hiermit ergiebt sich aus (3.): 
(7.) (| 4w’(Au’+BP+0y’) = —Mg(as+Bn+yE&)+h, 
| sw(Aa’+BR+CY) = k. 


Es müssen also »’, bezüglich ev, und danach in (6.) auch 4, u, v selbst 
constant sein. Alsdann redueiren sich aber die Gleichungen (1.) auf die 
folgenden: 
(B-C)Pyo = Mymy— op), 
(8.) (C-A)yaw = Me(&a-$,7), 
(A—B)aßw" = Mg(S,P— ne). 
(Genügen daher die vier Constanten «, P, y, ® den Bedingungen (5'.) 
und (8.), so wird den Differentialgleichungen (1.) und (2.) durch die Integral- 





gleichungen (5.) und (6.) genügt. Ertheilt man in dieser Voraussetzung dem 
um den Punkt O drehbaren Körper die Winkelgeschwindigkeit » um die durch 
die Richtungscosinus o, 9, y ihrer Lage im Körper und ihrer Pfeilspitze nach 
bestimmte Axe und stellt zugleich diese Axe im Raume senkrecht und mit 
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ihrer Pfeilspitze nach oben, so verharrt der Körper in dem so hergestellten 
Bewegungszustand. 

Wir wollen eine solche Axe («, , y) eine „permanente Verticalaxe* 
des schweren Körpers nennen. 

Zu jedem zulässigen Werthsystem («, P, y, ) gehört überdies ver- 
möge des doppelten Werthes von & in (6.) eine Drehung sowohl in dem 
einen wie in dem anderen Sinne um die Axe «, ß, y. 


>» 
S 2. 
Allgemeine Bedeutung der Bedingungsgleichungen. 


Die Gleichungen (8.) sind nicht von einander unabhängig, sondern 
geben mit «, 5, y multiplieirt vnd addirt eine Identität. 

Wir erhalten ferner aus ihnen eine von w freie Bedingungsgleichung 
durch Multiplieation mit den niemals gleichzeitig verschwindenden Factoren 
Aa, Bf, Cy und nachfolgende Addition, nämlich: 

(9.) (B-O)&,ßy+(C- A)nya+(A-B)&aß = 0. 
Die Riehtungscosinus «, A, y der permanenten Verticalaxe haben daher 
ausser der Gleichung (5'.) nur dieser einen Bedingung (9.) zu genügen oder, 
in etwas anderer Form ausgedrückt: 

Die permanente Verticalaxe muss auf dem Kegel zweiter Ordnung liegen, 
der durch die Gleichung: 

(10.) (B-C)&,n6+(C- A)n&s+(A—B)ö, Sn = 0 
in laufenden Coordinaten £, n, { dargestellt ist. 

Wir wollen diesen Kegel den „Schwerpunktskegel“ des Körpers für 
den Punkt O nennen. Derselbe ist mit dem Trägheitsellipsoid: 

(11.) A®’+Br’ +09 = 1 


nicht eoaxial, sondern hängt einerseits von der Grösse der Hauptträgheits- 
momente A, B, C, andererseits von der Lage des Schwerpunktes ($,, 7. &) 
gegen die Hauptträgheitsaxen ab. Wir müssen hierfür daran erinnern, dass 
die Richtung der Hauptträgheitsaxen und die Grösse der Hauptträgheits- 
momente für alle möglichen Lagen des Punktes 0 im Körper in übersicht- 
licher Weise dargestellt werden mit Hülfe eines Systems confocaler Flächen 
zweiten Grades, welches durch die Hauptträgheitsaxen und die Hauptträgheits- 
momente des Schwerpunktes S bestimmt ist. 
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zwischen den drei Richtungscosinus c,, 6, ec; und die beiden Integrale: 


1(A 4 +Bw+Cr) = —NMg(c$,+Cn,+ C,&)+ h, 


(3.) 
. | Akc, +Buc,+ÜCve, = k 


mit den Integrationsconstanten A und Ak. Für die absolute Grösse der 
Winkelgeschwindigkeit (4, «, v) des Körpers um die instantane Drehungsaxe 
führen wir noch die Benennung ® ein, so dass 
(4) a BERET. 
Wir untersuchen nun, unter welchen Bedingungen den angeführten 
Differentialgleichungen durch die Annahme: 
5.) Ve ,0=ß,6=Y, 5) e+Pf+4y=l 
mit constanten Werthen von «, 9, y genügt werden kann. 
Setzen wir also die Gleichungen (5.) voraus, so folgt zuerst aus (2.): 
0 = Pr—yu, 
0 = yiA-ov, 
0 = au—PA, 


oder mit hücksicht auf (4.) und (5'.): 


(6.) ,=20w, u=E:Bw, v=EywW, 
wo 2e=+]1 oder =—1 ist. Hiermit ergiebt sich aus (3.): 
a) / EEE) = — Mglas+Pr+y&)+h, 
| w(Aa’+BR+OY) = k. 


Es müssen also w’, bezüglich eo, und danach in (6.) auch 4, u, v selbst 
constant sein. Alsdann redueiren sich aber die Gleichungen (1.) auf die 
folgenden: 
(B-C)Pyo = Mglmy Sup), 
(8. (C-Ayau? = Mg&a-&y), 
(A-B)apw' = Mg(ä,P— ne). 

(enügen daher die vier Constanten «, , 7, ® den Bedingungen (5'.) 
und (8.), so wird den Differentialgleichungen (1.) und (2.) durch die Integral- 
gleichungen (5.) und (6.) genügt. Ertheilt man in dieser Voraussetzung dem 





um den Punkt O drehbaren Körper die Winkelgeschwindigkeit w um die durch 
die Richtungscosinus «, 9, y ihrer Lage im Körper und ihrer Pfeilspitze nach 
bestimmte Axe und stellt zugleich diese Axe im Raume senkrecht und mit 
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ihrer Pfeispitze nach oben, so verharrt der Körper in dem so hergestellten 
Bewegungszustand. 

Wir wollen eine solche Axe («, 9, y) eine „permanente Verticalaxe“ 
des schweren Körpers nennen. 

Zu jedem zulässigen Werthsystem («, ?, y, ®) gehört überdies ver- 
möge des doppelten Werthes von & in (6.) eine Drehung sowohl in dem 


einen wie in dem anderen Sinne um die Axe «, P, y. 


S.2. 


Allgemeine Bedeutung der Bedingungsgleichungen. 


Die Gleichungen (8.) sind nicht von einander unabhängig, sondern 
geben mit «, 5, y multiplieirt und addirt eine Identität. 

Wir erhalten ferner aus ihnen eine von w freie Bedingungsgleichung 
durch Multiplication mit den niemals gleichzeitig verschwindenden Factoren 
Ac, BP, Cy und nachfolgende Addition, nämlich: 

(9.) (B-C)E,Pr +(C-— A)nya+(A— B)\&,oß = 0. 
Die Richtungscosinus «, £, y der permanenten Verticalaxe haben daher 
ausser der Gleichung (5'.) nur dieser einen Bedingung (9,) zu genügen oder, 
in etwas anderer Form ausgedrückt: 

Die permanente Verticalare muss auf dem Kegel zweiter Ordnung liegen, 
der durch die Gleichung: 

(10.) (B-C)5n&°+(C- A)nss+(A—-B)i, sn = 0 
in laufenden Coordinaten &, n, { dargestellt ist. 

Wir wollen diesen Kegel den „Schwerpunktskegel“ des Körpers für 
den Punkt O nennen. Derselbe ist mit dem Trägheitsellipsoid: 

(11.) A®+Br? +05 = 1 


nicht coaxial, sondern hängt einerseits von der Grösse der Hauptträgheits- 
momente A, B, C, andererseits von der Lage des Schwerpunktes ($,, 7, &) 
gegen die Hauptträgheitsaxen ab. Wir müssen hierfür daran erinnern, dass 
die Richtung der Hauptträgheitsaxen und die Grösse der Hauptträgheits- 
momente für alle möglichen Lagen des Punktes O0 im Körper in iübersicht- 
licher Weise dargestellt werden mit Hülfe eines Systems confocaler Flächen 
zweiten Grades, welches durch die Hauptträgheitsaxen und die Hauptträgheits- 
momente des Schwerpunktes S bestimmt ist. 
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Wählen wir nun nach Belieben eine Erzeugende des Schwerpunkts- 
kegels aus, versehen sie in einer ihrer beiden Richtungen mit einer Pfeil- 
spitze und bestimmen damit unzweideutig ihre Richtungscosinus «, ß, 7, 
so haben wir nur noch das zugehörige w aus einer der Gleichungen (8$.) 
zu bestimmen, im allgemeinen gleichgültig aus welcher. Jedoch ist hierbei 
in Folge der Form der Gleichungen (8.) von den zwei entgegengesetzten 
Erzeugenden (a, ,y) und (—a, —ß, —y) des Kegels im allgemeinen nur 
die eine brauchbar, da »’ einen positiven Werth erhalten muss. Wir müssen 
daher immer jede Erzeugende des Kegels je nach ihrer Pfeilspitze doppelt 
betrachten. 

' $ 3. 
Eine geometrische und mechanische Eigenschaft des Schwerpunktskegels. 


Die Gleichung (10.) des Schwerpunktskegels kann in der Form: 


&. N 5 
A$ Bn GG 


geschrieben werden. Ist nun ($, n, &) irgend ein Punkt des Trägheits- 
ellipsoides (11.), so verhalten sich die Richtungscosinus des Perpendikels, 
welches von O auf die Tangentialebene des Ellipsoides im Punkte ($, 7, Ü) 
gefällt wird, wie AS: Bn:CE. Wir erhalten in diesem Sinne zu einer be- 
liebigen Axe durch O0 mit den Richtungseosinus &:n7:{ eine bestimmte 
„Nebenaxe* AS: Bn:(0T. Genügt nun die erstere Axe der Gleichung (12.), 
so enthält, wie die Form der Gleichung sofort zeigt, die Ebene durch die 
Axe und ihre Nebenaxe den Schwerpunkt; also ergiebt sich: 

Der Schwerpunktskegel ist der Ort der Axen, welche die Eigenschaft 
haben, dass die Ebene durch die Axe und ihre Nebenaxe den Schwerpunkt 
enthält. 

Bekamntlich gilt nun für jede beliebige Bewegung eines starren 
Körpers um einen festen Punkt O der Satz, dass die Nebenaxe der instan- 
tanen Rotationsaxe die Axe der „Bewegungsgrösse“*) ist. Es folgt daher: 

Wenn bei irgend welcher Bewegung eines starren Körpers um einen 
festen Punkt in irgend einem Augenblicke die instantane Rotationsaxe in den 
Schwerpunktskegel fällt, so liegt gleichzeitig der Schwerpunkt in der Ebene 
dieser und der Are der bewegungsgrösse. 


*) Vgl. Poisson, Traite de mecanique, 2iw° ed., Paris 1833, t. II, p. 131. 
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S4. 


Die Lage des Schwerpunktskegels. 


Neben dem Schwerpunkte S = (£,, n,, &,) müssen wir für die folgen- 
den Entwicklungen noch den Punkt: 
‘ 5 „ - 
(13.) =-(2,2, >) 
einführen. Die Gleichung (12.) zeigt nämlich unmittelbar, dass der Schwer- 
punktskegel durch fünf ausgezeichnete Axen hindurchgeht, nämlich dureh die 
drei Coordinatenaxen O5, On, OT und durch die beiden Axen OS und O8". 
Da unter den Voraussetzungen: 
BEI SBBG SEE, AB 830 >60 +0 


keine der beiden Axen OS und OS’ in einer Coordinatenebene liegt, und die 
Ebene durch die beiden Axen OS und OS’ durch keine Coordinatenaxe 
geht, so ergiebt sich: 

Unter den Voraussetzungen (14.) ist der Schwerpunktskegel ein eigent- 
licher Kegel zweiter Ordnung. 

Wir wollen nun weiterhin, worin keine Beschränkung liegt, die Vor- 
aussetzung (14.) dahin speeialisiren, dass wir 

(15.) BED SED SO L 0 


annehmen, und wollen auf Grund dieser Annahme die Lage der fünf aus- 
gezeichneten Erzeugenden auf dem Kegel noch näher bestimmen. 


Zu dem Ende betrachten wir die Gleichungen der Tangentialebenen 


des Kegels längs der 5-, 7- und [-Axe, welche in laufenden Coordinaten 


&, n, © beziehungsweise lauten: 





T,(&, , = (C- A)Jn{+(A-B)bn = 0, 
(16.) T,(5, n, O) = (A-B)5+B- CO) = 0, 
T,(5, n, 9) = (B-C)5n+(C-A)ns = 0, 


und entnehmen hieraus die Vorzeichenbestimmungen: 


FEEDS FE HH TE > le, % .d: 


T,(0,0, 1) >0, T;(,0, 0) >0. 
Da die beiden Mäntel des Kegels auf verschiedenen Seiten von jeder seiner 


Tangentialebenen liegen, so ergiebt sich damit: 
Journal für Mathematik Bd. CXIlI. Heft 4. 42 
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Die fünf Halbaxen: —£, +n, —{, 08, 08’ liegen auf dem einen 
(„ersten“), die fünf entgegengesetzten Halbaxen auf dem anderen („zweiten“) 
Mantel des Schwerpunktskegels. 

Ueber die Reihenfolge der fünf erstgenannten Halbaxen auf dem 
ersten Mantel des Kegels erhalten wir weiteren Aufschluss durch Einführung 
der durch S und je eine Coordinatenaxe gelegten Ebenen: 


$, ($, n, C) — non = 0, 
(17.) | S;,(S, N, C) sk GuE-&C =WU, 
S;,($, N, C) nos; 5 N 





Es wird nämlich: 

(0, 0, -H)<V, 8 So ) >0, S,(—1, 0, 0) >0. 

\ / - A B ( - < / 

Verbinden wir daher die eine ausgezeichnete Halberzeugende +n des ersten 
Kegelmantels durch Transversalebenen mit den vier andern ausgezeichneten 
Halberzeugenden, so ist (vgl. Fig. 2) die Reihenfolge der vier Transversal- 
ebenen diese: (+n, —$), (+7, S), (+n, S) und (+n, —d). (Für die Figuren 
setzen wir voraus, dass das Axensystem O&n& positiv orientirt sei, d.h. in 
dem sphärischen Dreieck (+5, +n, +{), welches die positiven Halbaxen 
des Systems auf einer um O0 beschriebenen Kugel bestimmen, die Punkte 
+$, +n, +{ im umgekehrten Sinne des Uhrzeigers auf einander folgen). 
Es ergiebt sich somit: 

Auf dem ersten Mantel des Schwerpunktskegels, auf welchem sich der 
Schwerpunkt S befindet, folgen die fünf ausgezeichneten Halberzeugenden in 
der Reihenfolge: 

(18) 5 4-5, 08, 08, —8 
auf einander. 

Zur Vereinfachung der folgenden Darstellung wollen wir die Durch- 
schnittseurve des Schwerpunktskegels mit einer um den Punkt O0 beschrie- 
benen Kugel etwa vom Radius 1 einführen und kurz als „Schwerpunktscurve“ 
bezeichnen. Indem wir uns unter «, Ö, y mit Hinblick auf (5’.) die Coor- 
dinaten der Punkte auf der Kugel denken, haben wir in der Gleichung (9.) 
die Gleichung der Schwerpunktseurve vor uns. Jedem Punkte («, P,y) der 
Curve entspricht eine von O0 nach dem Punkte hinlaufende, also mit be- 
stimmter Pfeilspitze versehene Erzeugende des Schwerpunktskegels und 
umgekehrt. 
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In Fig. 3 sind die Schwerpunktseurve sowie die Durchschnittskreise 
der Ebenen T,, T;, T, in (16.) mit der Kugel in schräger Parallelprojeetion 
auf die 76-Ebene dargestellt; es sind +5, +7, +5, —$, —n, —{S die Sehnitt- 
punkte der Coordinatenaxen, ferner: 
| 3 N, a \ )) 5 j se) 

s—( . . J; OÖ, +15 + No IE 


0, 0, P, 


(19.) 


% 


s ( Sn N. “ ) ei Ö | | | e N, & 
— r R - . vo rYV 3 T 2 1 v2 
Ao,’ Bo,’ Co | 





die Schnittpunkte der Halbstrahlen OS und OS’ mit der Kugel, —s und —s 
die diametral gegenüberliegenden Punkte. Nach (18.) liegen die fünf Punkte 
-$, +n, —L, s, s in dieser Reihenfolge auf dem „ersten“, die fünf Punkte 


+8, —n, +{, —s, —s' ebenso auf dem „zweiten Oval“ der Schwerpunktseurve. 
89. 
Zulässige und unzulässige Axen des Schwerpunktskegels 


Zu jeder vom Punkte O nach einem Punkte (a, ,y) der Schwerpunkts- 
curve hin gezogenen Axe («,/,y) liefern, wie wir zu Ende von $ 2 bemerkten, 
die Gleichungen (8.) einen Werth von w’. Je nachdem derselbe positiv 
oder negativ ausfällt, ist die Axe als permanente Verticalaxe zulässig oder 
unzulässig, und werden wir dementsprechend den Punkt («, 9, y) als zu- 
lässigen oder unzulässigen Punkt der Schwerpunktscurve bezeichnen. Da 
nun nach (8.) diametral gegenüberliegende Punkte im allgemeinen von ver- 
schiedenem Charakter sind, brauchen wir nur längs des einen Ovals der 
Curve den Charakter der Punkte zu bestimmen. 

Betrachten wir das erste Oval (vgl. Fig. 3), so ist dasselbe, wie aus 
(9.) und (18.) hervorgeht, dem sphärischen Dreieck (—£, +n, —{) umbe- 


schrieben, indem es die drei angrenzenden Octanten der Kugelfläche in der 
Sox / Co \ 


Weise durchschneidet, dass die Abschnitte (+n, —{), (—£, —!), (—£&, +n\ 


13 
des Ovals beziehungsweise in den Octanten (a, P,y)=(+-+—), (-— —), 
(— ++) liegen. Diese Bemerkung reicht aus, um mit Benutzung von (15.) 
die Vorzeichen der linken Seiten der Gleichungen (8.) für einen Punkt 
(@, P, y) des Ovals zu entnehmen. Die rechten Seiten der Gleichungen (8.) 
sind abgesehen von dem positiven Factor Mg nach (17.) mit S,(e, £, y) 


7) 
S,(a, P,y), S;(e, ß,y) zu bezeichnen. Diese Grössen $, S,, S, wechseln 
längs des Ovals ihr Vorzeichen nur in den Punkten —&, +n, —£ und s. 


i» 


Es ist aber in diesen vier Punkten beziehungsweise $S,=0, + +, 0; 


4 


.)* 
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S=-+,0, —, 0:8 =—, —, 0, 0. Hiernach ergeben sich die Vorzeichen 
der linken (Il) und rechten (r) Seiten der drei Gleichungen (8.) nach folgender 
Tabelle: 





Abschnitt l. Gleichung 2. Gleichung 3. Gleichung 

des Ovals. a Er | r | r 

a Tri +: + 1- !-7-1- 
(s,s, —$) - + — 

(5; Rn) vr + . + 7 - 














Somit sind die beiden Seiten einer jeden Gleichung (8.) von gleichem 
Vorzeichen für den ersten und dritten, von ungleichem für den zweiten und 
vierten der genannten vier Abschnitte des ersten Ovals. Die, diametral gegen- 
überliegenden Abschnitte des zweiten Ovals haben je den umgekehrten 
Charakter. 

Denken wir uns die zulässigen Abschnitte schraffirt, so ergiebt sich 
(vgl. Fig. 4) der Satz: 

l. Auf jedem der beiden Ovale der Schwerpunktscurve wechseln zwei 
schraffirte mit zwei unschraffirten Abschnitten ab, und zwar sind schraffirt die 


beiden Abschnitte (+n, —£) und (s, s, —$£) des ersten, (—s, +£) 


N 
/ 


3 und (—n, +5) 


x 


des zweiten Ovals, unschraffirt die beiden Abschnitte (—[, s) und (—8, +n) 
des ersten, (+, —n) und (+£, —s, —s) des zweiten Ovals. 

Iliernach können wir uns über die zulässigen Axen des Schwer- 
punktskegels folgendermaassen aussprechen: 

ll. Diejenigen und nur diejenigen Axen des Schwerpunktskegels, welche 
vom Punkte O nach einem Punkte einer der schraffirten Abschnitte der Schwer- 
punktscurve hinlaufen, sind, vertical und mit ihrer Pfeilspitze nach oben ge- 
stelli, bei einer bestimmten Winkelgeschwindigkeit w permanente Rotations- 
aren des um O drehbaren schweren Körpers. | 

Was den Werth von & betrifft, so bestimmt sich derselbe für jeden 


) 


Punkt («, 2, y) eines schraffirten Abschnittes aus einer der Gleichungen (8.). 
Jedoch haben wir hierbei, indem wir zunächst noch an der Voraussetzung 
(14.), bezw. (15.) festhalten, folgende besonderen Fälle zu erwähnen. 

Für die Punkte +5 oder (a, P, y) = (+1, 0, 0) ist die erste Gleichung 
(8.) von selbst erfüllt und die beiden anderen geben »= x; ähnliches gilt 
für die Punkte +n und +£, also: 
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III. Eine Hauptträgheitsaxe kann stets, mit ihrer Pfeilspitze nach 
oben oder nach unten gestellt, permanente Verticalaxe sein, jedoch nur mit der 
Winkelgeschwindigkeit x. 

Für die Punkte s und -s, mit e:P:y=&,:n,:C, geben die Glei- 
chungen (8) w=0, d.h. 

IV. Die Are durch den Schwerpunkt kann stets, mit ihrer Pfeilspitze 
nach oben oder nach unten gestellt, permanente Verticalaxe sein, jedoch nur 
mit der Winkelgeschwindigkeit 0. 

Die mit diesen beiden Sätzen Ill. und IV. erledigten Axen («, 9, y) 
gehören zu den Endpunkten der vier schraffirten Abschnitte der Schwe: 
punktscurve. 

V. Für alle übrigen Axen, die mit ihrer Pfeilspitze stets nach oben 
gestellt werden müssen, ergiebt sich ein von und » verschiedener Werth 
der Winkelgeschwindigkeit w. 


\ 


Im besonderen ist für den Punkt s' (vgl. (19.)): 
w Mgo,. 


während der Punkt —s unzulässig ist. 

Mit »" ist nach (7.) auch die Constante h der lebendigen Kraft be- 
stimmt. In dieser Beziehung mögen besonders die den beiden Punkten s 
und —s entsprechenden Werthe A = Mgo, und 4 Mgo, (vgl. (19.)) her: 
vorgehoben werden. Der letztere ist der kleinste der vermöge der ersten 
Gleichung (3.) überhaupt möglichen Werthe von A und gehört zu derjenigen 
Ruhelage des Körpers, bei welcher der Schwerpunkt S senkrecht unter 


dem Drehungspunkte O0 gelegen ist. 


Ausartung des Schwerpunktskegels für A B<( bei besonderen Lagen 

Von den Voraussetzungen (15.), welche wir in den $$ 4 und 5 zu 
Grunde legten, lassen wir im vorliegenden $6 nur noch die eine: 

(21.) A<B<C 

bestehen, die anderen auf $,, 7, &, bezüglichen theilweise oder ganz fallen. 
Es soll also der Schwerpunkt S jetzt entweder in einer Hauptebene oder 
in einer Hauptaxe oder im Mittelpunkt des Trägheitsellipsoides (11.) ge- 
legen sein. 
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Der Schwerpunkt liegt in einer Hauptebene. Wenn eine der drei 


Coordinaten $,. 77, & verschwindet, ergiebt sich sofort aus der Gleichung (10.) 
des Schwerpunktskegels der ‚folgende Satz: 


Kommt der Schwerpunkt in die Ebene zweier Hauptaxen des Träg- 
heitsellipsoids zu liegen, so zerfällt der Schwerpunktskegel in ein Ebenenpaar, 
welches aus jener Ebene und einer durch die dritte Hauptaze gehenden Ebene 


besteht. 


Um hierauf näher einzugehen, nehmen wir den Fall &,= 0, wobei 
neben (21.), wie in (15.): 


(21'.) 


sei. Der Schwerpunktskegel besteht aus den Ebenen 
(vgl. (16.)), die Schwerpunktscurve aus den entsprechenden grössten Kreisen 
der Einheitskugel. 


VO und T,=0 


Es geht dann aus der ersten Gleichung (16.) sofort 


hervor, dass der eine grösste Kreis 


Punkte 


dranten 


>=() von dem anderen T, = 0 in einem 
t, des Quadranten (+7, +&) und in einem Punkte —i, des Qua- 


(—n, —Z) geschnitten wird (vgl. Fig. 5). Für die Lage der beiden 


Punkte f, und —t, ergiebt sich aus den Ungleichungen: 


m / k - E 
T,(0, —1,)<0, Tı(&u 10 6) > 0, Tl, 


dass der 


Kreises { 


® »)>0, T,0, 0, -D >0, 


—t, den Punkt —n von den Punkten s’, s und —{£ des 
0 trennt, während in Folge der Ungleichungen: 


©) 0, 80,0, -)>0 


(vgl. (17.)) wiederum s zwischen s' und —{£ liegt. 


Nachdem so die Lage der beiden grössten Kreise der Schwerpunkts- 
curve bestimmt ist, kann die erforderliche Schraffirung entweder durch 
Grenzübergang von Fig. 4 auf Fig. 5 übertragen oder direct aus den For- 
meln (8.) abgeleitet werden. 


Um den ersteren Weg einzuschlagen, bemerken wir, dass aus dem 
ersten und zweiten Oval der Fig. 4 beziehungsweise die beiden Zweiecke 


( 6, t,, 


+n,—l,8,8,—t,—$&) und (+8, —t, —n, +6, —8s, —s,t, +5) in 


Fig. 5 entstehen und alsdann für deren Schraffirung und ihre Bedeutung 
die Sätze $ 5, I und II unverändert gelten. 


Jedoch können wir statt durch 


Satz I die Schraffirung auch durch folgenden Satz beschreiben: 


I. 


Von den beiden Kreisen der Schwerpunktscurve sind schraffirt die 


drei Abschnitte (+n, 


—[0), (8,8, —n), (+£, —s) des Kreises 5=0 und die 
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Hälfte (+£, —t,, —£) des Kreises T, = (0, unschraffirt die drei Abschnitte (—L, s), 
(—n, +2), (-s, +n) des ersteren und die Hälfte (—£, t,, +5) des letzteren. 


Um dies auch auf analytischem Wege herzuleiten, haben wir die For- 
meln (8.) mit &,=0 in der Form zu schreiben: 


(B-C)Pyw = Many Sp), 
(22.) (C-A)yaw = MogGe, 
(A—B)eßpw’ = — Myn«. 





BR a 


Die erste dieser Gleichungen verlangt, dass 5y und S,(a,P,y) ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben und dies ist für alle Punkte innerhalb der 
drei Zweiecke (+8, +n, —$8, —I), (+8, s, —$8, —n), (+8, +£&, —£, —s) erfüllt, 
für den übrigen Theil der Kugelfläche nicht. Die in den genannten drei 
Zweiecken gelegenen Abschnitte der beiden grössten Kreise <= 0 und 
T, = 0 sind also zu schraffiren, was wieder die im vorigen Satze beschriebene 
und in Fig. 5 dargestellte Schraffirung giebt. 

Die beiden anderen Gleichungen (22.) sind auf den Kreis &= 0 oder 
@=(0 nicht anwendbar, dagegen auf den Kreis T, = 0; für diesen geben 
sie die Forderung % <0 und „<Z0, welche in der Schraffirung der Hälfte 
(+8, —t, —£) ihren Ausdruck findet. 

Der Werth von » kann für die Punkte (a, 5, y) der schraffirten Ab- 
schnitte der beiden Kreise der Schwerpunktscurve aus den Gleichungen (22.) 
bestimmt werden und kann es stets aus der ersten Gleichung, ausser für 
die Punkte (a, ,y) = (+1,0,0), für die sich, statt aus jener, aus den beiden 
letzten Gleichungen » = x ergiebt. Es gelten also in dieser Beziehung 
auch hier wieder die Sätze $ 5, III—.V. 

Zur Erledigung der beiden dem Falle &,—= 0 analogen Fälle 7, = 0 
und 5,=0 mögen nur die Figuren 6 und 7 dienen, deren Schraffirung sich 
aus $ 5, I ergiebt, indem wir uns die Zweiecke: 

( 


=. 
(8, +4n, 1, —L, —t,s, 8, —&) und (+85, —n, —t, +£, t, +5) in Fig. 7 


- 


t, +n, —t, —L, s, 8, —E) und (+8, —t, —n, t, +5, +5) in Fig. 6, 


bezüglich aus dem ersten und zweiten Oval der Fig. 4 entstanden denken. 
2. Der Schwerpunkt liegt in einer Hauptaxe. Mit der Annahme, 

dass zwei von den Coordinaten &,. 7. & verschwinden, giebt die Gleichung 

(10.) sofort das Resultat: 

Kommt der Schwerpunkt in eine Hauptaxe des Trägheitsellipsoides zu 
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liegen, so zerfällt der Schwerpunktskegel in die zwei durch diese Are gehen- 
den Hauptebenen. 

Was die Schraffirung der beiden grössten Kreise angeht, aus denen 
jetzt die Schwerpunktseurve besteht, so ergiebt sich dieselbe leicht durch 
Grenzübergang aus den Figuren 9—7. 

So erhält man aus Fig. 6 oder Fig. 7, indem s=s =—£ wird, die 
Fig.8, wo nun S auf der negativen &-Axe liegt (in Fig. 8 ist S zufällig 
innerhalb der Kugel angenommen). Gehen wir etwa von Fig. 6 aus, so 
fliessen von den drei schraffirten Abschnitten des Kreises „= 0 die beiden 
Absehnitte (—S,+$&) und (—s, +£) in einen Halbkreis (—£, +8, +{) zu- 
sammen und der dritte Abschnitt (—£, s) redueirt sich auf den Punkt —£. 
Zugleich fällt der Kreis T,=0 mit dem Kreise {= 0 zusammen, indem 
der Punkt f, nach —E und —L, nach + rückt, ohne dass hierbei die Thei- 
lung des erstgenannten Kreises in eine schraffirte und eine unschraffirte 
Hälfte sich ändert. An Stelle von $ 5, I haben wir daher jetzt den folgen- 
den Satz (vgl. Fig. 8): 

l. Von den beiden grössten Kreisen der Schwerpunktscurve ist je die 
eine Hälfte schraffirt, die andere unschraffirt. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich auch direet aus den Formeln (8.), 


die mit „n=0, ,=0 lauten: 
(B-CO)Pyw = 0, 
(23.) (C-A)yaw = —MoSıy, 
(A-B)aßw = MgS,ß, 





mit der Voraussetzung &,<Z0. Die erste Bedingung (23.) ist für alle 
Punkte (oe, £, y) der Sehwerpunktscurve, die aus den Kreisen 3% =0 und 
y=0 besteht, von selbst erfüllt. Für den eiwen Kreis $?=0 fällt die 
dritte Gleichung fort und giebt die zweite &« >0; für den andern Kreis y = OÖ 
fällt die zweite fort und giebt die dritte « >0. Es sind also die Halb- 


! = t \ e% [7 Pr N 
(—n,+$, +n) und (+6, +5, —£) 


kreise zu schraffiren. 

Bezüglich des zu jedem Punkte («, ?,) der Schwerpunktseurve ge- 
hörigen Werthes & tritt hier gegenüber den bisherigen allgemeinen Fällen 
ein neuer Umstand hervor. Während nämlich die zweite Gleichung (23.) 


für alle Punkte des Kreises #?=0 und die dritte für alle Punkte des 


o—»x für die Punkte +{ und +n, bleibt für die beiden gemeinsamen 
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Punkte +5 beider Kreise der Werth von » völlig unbestimmt. Es tritt 
daher jetzt an Stelle der beiden Sätze $ 5, III. und IV. der folgende Satz: 

IIl., IV. Eine Hauptträgheitsaxe kann stets, mit ihrer Pfeilspitze nach 
oben oder nach unten gestellt, permanente Verticalaxe sein, und zwar die durch 
den Schwerpunkt gehende mit jeder beliebigen Winkelgeschwindigkeit, die beiden 
anderen nur mit der Winkelgeschwindigkeit x. 

Hieran schliesst sich unverändert der Satz $5, V.: auch der Satz $5, Il. 
bleibt bestehen, nur mit der Ausnahme, dass für die Axen Os und Os die 
Winkelgeschwindigkeit nicht mehr bestimmt ist. 

Wir stellen die den drei Fällen „=0, &,=0; &,=0, &,=0 und 
&=0, 7. = 0 entsprechenden Figuren S—10 alle drei zusammen, weil sie 
insofern verschieden sind, als die beiden schraffirten, in zwei Hauptebenen 
gelegenen Halbkreise in Fig. 8 durch die dritte Hauptebene vom Schwer- 
punkt S geschieden sind, in Fig. 10 mit dem Schwerpunkt auf gleicher 
Seite der dritten Hauptebene liegen, in Fig. 9 aber selbst durch die dritte 
Hauptebene von einander getrennt werden. In Fig. 8 tritt ausserdem der 
Punkt —£, in Fig. 10 der Punkt +, in Fig. 9 kein Punkt als isolirter 
Punkt zu den schraffirten Abschnitten der Schwerpunktscurve hinzu. In 
diesem verschiedenen Verhalten der drei coordinirten Fälle kommt die Vor- 
aussetzung A< B<-C zum Ausdruck. 

3. Der Schwerpunkt liegt im Mittelpunkte des Trägheitsellipsoides. Mit 
&=0,m=0, &,=0 hört der Schwerpunktskegel (10.) auf zu existiren. 
Es können dann nicht blos ', sondern x” Axen durch den Punkt © 
permanente hotationsaxen sein, jedoch nach (8.) nur mit der Winkel- 
geschwindigkeit = 0, es sei denn, dass zwei von den Grössen «a, , y 
verschwinden, worauf ® unbestimmt wird. Dies tritt bei den drei Haupt- 
trägheitsaxen ein, die allein als permanente Rotationsaxen im gewöhnlichen 
Sinne übrig bleiben und zwar, da die Beziehung zur Schwerkraft aufhört, 
nicht nur bei verticaler, sondern bei beliebiger Stellung. 


d; 


yo 


Ausartung des Schwerpunktskegels für B=( und A=B. 


Wir haben endlich noch den Uebergang auf die beiden Fälle vor- 
zunehmen, wo mit A<B=C das Trägheitsellipsoid ein verlängertes oder 
mit A=B<ZC ein abgeplattetes Rotationsellipsoid wird, ersteres mit der 
$-Axe, letzteres mit der 5-Axe als Rotationsaxe. In jedem dieser beiden 
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Fälle bleibt zu unterscheiden, ob der Schwerpunkt in allgemeiner oder in 
besonderer Lage sich befindet. 

1. Der Schwerpunkt liegt allgemein, also weder in der Aequatorial- 
ebene noch in der Rotationsaxe des Trägheitsellipsoides. Wir können aber 
ohne Beschränkung im Falle B=C die Annahme 4,=0 und im Falle 
A=B diejenige &,—=(0 machen, während übrigens, wie in (15.) <0, 
„0 bezw. ,<0, &,<-0 sein soll. Die Gleichung (10.) redueirt sich 
in beiden Fällen auf „S5=0, d. h.: 

Der Schwerpunktskegel besteht aus der Aequatorialebene und der 
durch den Schwerpunkt gehenden Meridianebene. 

Um auf den einen Fall, A<B=(C, %, = 0 näher einzugehen, können 
wir an Fig. 7 anknüpfen, bei welcher ebenfalls &%,=(0 angenommen war. 
Wird nun ausserdem B=(, so geht nach (16.) der grösste Kreis T, = 0 
der Fig. 7, indem £, nach +7 fällt, in den grössten Kreis $= 0 über, sodass 
die Schwerpunktseurve nunmehr aus dem Aequatorialkreis $=0 oder «= 0 
und dem durch s gehenden Meridiankreis &=0 oder „= besteht. Was 
die Schraffirung der Curve betrifft, so bleibt sie für den Meridiankreis y = 0 
dieselbe, wie in Fig. 7, während die Schraffirung des halben Kreises T,; = 0 
in die Schraffirung des vollen Kreises «@ = 0 übergeht, indem der unschraf- 
firte Halbkreis (+£, —t,, —) der Fig. 7 beim Zusammenfallen des Punktes 
—t, mit —n an den schraffirten Quadranten (+5, —n) des Kreises y = 0 
anstösst und dessen Schraffirung aufnimmt. Diese Bemerkungen finden ihre 
nähere Begründung in den Formeln (8.), welche jetzt lauten: 





0.Pyw = Mgıy, 
(24.) (B-A)yaw’ = —MgS,Y; 
(A—-B)opw’ = My(sß— Not). 


Für den Meridiankreis y=0 fallen die beiden ersten Gleichungen (24.) 
fort; die dritte aber verlangt die Schraffirung der Abschnitte (+$, —n), 
(s, —E) und (+7, —s) dieses Kreises und giebt zugleich für jeden Punkt 
(«@, 9, 0) desselben einen bestimmten, von 0 und » verschiedenen Werth 
von ®, ausser für die beiden Punkte s und —s, wo =(, und die vier 
Punkte +5, +7, wo =» wird. Den Punkten (0, %,y) des Aequatorial- 
kreises «= 0 legen die Gleichungen (24.) eine Bedingung nicht mehr auf, 
können aber für diese Punkte auch nur mit dem Werthe =» erfüllt 
werden. Wir erhalten also in der That die vorhin aus Fig. 7 abgeleitete 
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und in Fig. 11 dargestellte Schraffirung. In analoger Weise bezieht sich 
Fig. 12 auf den Fall A=B, &, = 0. 

Zusammenfassend bemerken wir, dass der Satz 85. Il. zu ersetzen 
ist durch den Satz: 

I. Von den beiden Kreisen der Schwerpunktscurve ist der Aequatorial- 
kreis vollständig zu schraffiren, während auf dem Meridiankreis drei schraffirte 
Abschnitte mit drei unschraffirten abwechseln. 

Die übrigen Sätze $ 5, II—V. bleiben bestehen, wenn wir nur fest- 
setzen, dass neben der Rotationsaxe auch sämmtliche Axen der Aequatorial- 
ebene des Rotationsellipsoides Hauptträgheitsaxen genannt werden. 

2. Der Schwerpunkt liegt in der Aequatorialebene. Wird in dem 
vorhin zuerst betrachteten Falle B=C, {%,= 0 auch noch &,= 0, so besteht 
zwar der Schwerpunktskegel nach wie vor aus der Aequatorialebene und 
der durch den Schwerpunkt gehenden Meridianebene, aber die Schraffirung 
der beiden grössten Kreise «= 0 und = 0 der Schwerpunktscurve ver- 
einfacht sich, indem von den drei schraffirten Abschnitten des Kreises y = 0 
zwei zusammenfliessen und einer sich auf einen Punkt redueirt. So geht 


> 


Fig. 11, indem s nach —n rückt, in Fig. 13 über. 
Die Gleichungen (8.) erhalten die Form: 





| 0.pyo = Mgny; 
(25.) ı (B-A)yao’ = (, 
| (A-B)aepw” = — Mgn,e. 


Die mittlere Gleichung (25.) fällt für alle Punkte der Schwerpunktscurve 
fort; für den Kreis « = 0 fällt auch die dritte fort und giebt die erste = x: 
für den Kreis y= 0 fällt die erste fort und giebt die dritte die Forderung 
P<-0 und zugleich die Bestimmung des Werthes ®, ausgenommen für die 
beiden Punkte +7, wo ® unbestimmt wird. Zusammenfassend haben wir, 
da Entsprechendes auch für den Fall A=B, 5, = 0, &, = 0 (vgl. Fig. 14) sich 
ergiebt, das Resultat: 

I. Von den beiden Kreisen der Schwerpunktscurve ist der Aequatorial- 
kreis vollständig zu schraffiren, der Meridiankreis aber zur Hälfte. 

Der Unterschied zwischen dem Fall des verlängerten und dem des ab- 
geplatteten Rotationsellipsoides macht sich bei den Figuren 13 und 14 darin 
geltend, dass in Fig. 13 die auf Seite des Schwerpunktes, in Fig. 14 die dem 
Schwerpunkt gegenüber liegende Hälfte des Meridiankreises schraffirt erscheint. 
43* 
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Die beiden Sätze $ 5, III. und IV. werden, entsprechend wie in $ 6 
unter 2, gegenwärtig durch folgenden Satz mit der in $7 unter 1 (am 
Schluss) erwähnten allgemeineren Bedeutung des Begriffes der Hauptträg- 
heitsaxen ersetzt: 

IIL., IV. Eine Hauptträgheitsaxe kann stets, mit ihrer Pfeilspitze nach 
oben oder nach unten gestellt, permanente Verticalaxe sein, und zwar die 
durch den Schwerpunkt gehende mit jeder beliebigen Winkelgeschwindigkeit, 
alle übrigen nur mit der Winkelgeschwindigkeit x. 

Auch der Satz $ 5, V. bleibt bestehen und $ 5, II. gilt mit der in 
$ 6 unter 2 angegebenen Beschränkung. 

3. Der Schwerpunkt liegt in der Rotationsaxe. In den beiden Fällen 
B=(, ,=0, o=0 und A=B, &,=0, „,=0, wo der Schwerpunkt auf 
der hotationsaxe des verlängerten oder abgeplatteten Rotationsellipsoides 
liegt, hört nach (10.) der Schwerpunktskegel auf zu existiren; es sind nicht 
mehr »x', sondern oc’ permanente Verticalaxen vorhanden. Im ersteren 
Falle werden die Gleichungen (8.), indem die erste derselben wegfällt: 
 (B-A)yaw = —My5,Y; 

\(A-B)aßo’ = Mg&ıß. 


Diese beiden Gleichungen geben für die Punkte +5 keinen bestimmten 


(26.) 


Werth von », für jeden anderen Punkt («e, 5, y) der Kugelfläche einerseits 
die Bedingung « >> 0, andererseits einen bestimmten Werth von w, der für 
die Punkte «= 0 unendlich wird. Es ist somit, im Sinne der bisherigen 
Schraffirung der Schwerpunktseurve, jetzt die ganze Fläche derjenigen 
Halbkugel zu schraffiren, die durch die Aequatorialebene des verlängerten 
Rotationsellipsoides vom Schwerpunkt getrennt ist. Im Falle des ab- 
geplatteten Rotationsellipsoides würde umgekehrt diejenige Halbkugel zu 
schraffiren sein, welche mit dem Schwerpunkt auf gleicher Seite der Aequa- 
torialebene liegt. 

Die endlich noch zurückbleibenden SpeeialfälleB = C, &,=n,= = 0 
und A=B, ,=n,=5,=0 und A=B=(C bedürfen keiner weiteren Aus- 
führung. 

Rostock, 16. Januar 1894. 
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Arithmetische Studien über den „letzten“ 
Fermatschen Satz, welcher aussagt, dass die Gleichung 
«' = b'+c' für n>?2 
in ganzen Zahlen nicht auflösbar ist. 

(Von Herın E. Wendt.) 


AM 


Anıe Versuche, die bisher angestellt wurden, den letzten Fermatschen 
Satz allgemein zu beweisen, d. h. zu zeigen, dass die Gleichung 
(1.) a" = b"-+c" 


für a>2 in ganzen Zahlen nicht auflösbar ist, sind misslungen. Und unter 
allen diesen Untersuchungen sind die Kummerschen die einzigen, in denen 
die Richtigkeit des Satzes für eine grössere Klasse von Werthen des Ex- 
ponenten » dargethan wird, sonst sind nur für die Fälle »=3, 4, 5, 7, 14 
Beweise gegeben worden, welche einer Verallgemeinerung nicht fähig sind. 
Alle diese Beweise haben das gemeinsame, dass erst nachgewiesen 
wird, dass eine der Zahlen a, b, ce durch » theilbar sein müsse. Selbst 
dieser erste T’heil des Beweises, den man nothwendig zuerst führen muss, 
falls man die Unmöglichkeit der Gleichung (1.) durch Zerlegung in Faetoren 
nachweisen will, ist noch nicht allgemein geliefert worden. Einen Versuch, 
denselben mit den Elementen der Zahlentheorie zu geben, stellt die vor- 
liegende Arbeit vor. Es ist mir dies aber bloss unter einigen Voraus- 
setzungen über die Zahl » gelungen, deren Bedeutung in der Nummer 2 
erörtert wird. Die Hauptuntersuchungen über die Gleichung (1.) sind in 
der Nummer 3 enthalten, während die Nummer 4 nur noch einige Bemer- 
kungen enthält, die für weitere Untersuchungen werthvoll sein können. 


2. 
In den nachstehenden Untersuchungen wird folgende Frage, die 
schon an und für sich sehr interessant ist, und deren Zusammenhang mit 
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dem Fermatschen Satze unmittelbar auffällt, eine wichtige Rolle spielen, 
und deswegen soll sie auch an die Spitze dieser Arbeit gestellt werden. 
Sie lautet: 
Welches sind die Lösungen der Congruenz 
(2.) r"+s"+f" = 0 (mod.(mr+1)), 
wenn r, s, £ positive oder negative ganze Zahlen, » und ma-+1 = p ungerade 
Primzahlen sind? 

Zunächst ist klar, dass die Congruenz (2.) stets erfüllt ist, falls man 
nur annimmt, dass eine der Zahlen r, s, £ durch p theilbar ist. Es fragt 
sich nur, ob es noch andere Lösungen giebt. Es sei also keine der Zahlen 
r, s, t durch p theilbar; dann lässt sich stets eine Zahl r' finden, der- 
gestalt dass 

rr = 1 (mod.p) 
ist. Multiplieirt man beide Seiten der Congruenz (2.) mit r”, so nimmt sie 
die Form an 
(3.) 1+w = ve" (mod.p). 
Erhebt man diese auf die mte Potenz und berücksichtigt, dass nach dem 
bekannten Fermatschen Satze 


(4.) "eo" —] 
ist, so erhält man 
- m m 2 m 
5. 14H )W OL n ( Jud — 0. 
0.) vs + 2 rn m—]1 


Bezeichnet man daher die orthosymmetrische Determinante 


| 1 (7) (5) Rn Er ii 

u 1 ka) ag Be (id 

009.1 © 
(7) en (? WE Ge) 1 


mit D,, so folgert man mit Hülfe bekannter zahlentheoretischer Schlüsse, 
dass D, durch p theilbar sein muss, wenn die Congruenz (5.) bestehen soll, 
und umgekehrt, dass diese Lösungen besitzt, falls D, durch p theilbar ist. 
Es gilt daher der folgende 
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Satz I: Damit die Congruenz 
r"+s"+ — 0 (mod.p), 

wo p eine Primzahl von der Form m»-+1 ist, nur solche Lösungen besitzt, 
in denen eine der Zahlen r, s, £ den Divisor p hat, ist nothwendig und 
hinreichend, dass D,, nicht durch p theilbar ist. 

Jetzt handelt es sich darum, die Theiler von D, zu untersuchen. 
und zwar fragt es sich zunächst, ob D, gleich Null sein kann. 

Nach einem wichtigen Satze, der sich auf orthosymmetrische Deter- 
minanten bezieht und für den Stern im 73. Bande dieses Journals einen 
einfachen Beweis gegeben hat, kann man D, in die Form setzen 


oO 
m { m MN en u | 
D — 1+( )y+ \a,2k + )y" 1) 
m EL l ) 1 / i (Zr 7 I m—] / h 
wobei y eine primitive Wurzel der Gleichung y” =1 bezeichnet, oder 


- ) | „,k\m ) 
D. = nd ) u 
Soll diese Determinante gleich Null sein, so muss einer ihrer Factoren 
IN\m { 
(A+y)"—1 
verschwinden. Durch einfache Rechnung, indem man y in der Form 


ni 


Ferdi 
annimmt, weist man nach, dass dies nur eintreten kann, wenn m durch 3 


theilbar ist*). Daher hat der Satz statt: 
Die Congruenz 
r"+s"+t" = 0 (mod.(3ir+1)), 
wo 3/in+1 eine Primzahl ist, hat ausser den Lösungen, in denen eine der 
Zahlen r, s, £ durch 3/»-+1 theilbar ist, noch andere, für jeden Werth der 
Primzahl n. 

Wenn aber m nicht durch 3 theilbar ist, so kann, wie die Unter- 
suchung zeigte, die Determinante D, unmöglich verschwinden. Dieselbe 
besitzt also dann nur eine endliche Anzahl von Divisoren, und es wird sich 
eine Grenze g angeben lassen, dergestalt, dass die Determinante durch alle 


Primzahlen p, bei denen 
n >g 
ist, nicht theilbar sein wird. 


*) Dies kann man auch leicht ohne Zuhülfenahme des erwähnten Satzes über ortho- 
symmetrische Determinanten einsehen. Das Verschwinden von D,, ist nämlich die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die beiden Gleichungen 2” =1. 
(z+1)" =1 gleichzeitig bestehen. 
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Es liegt die Vermuthung nahe, dass zu jeder ungeraden Primzahl n 
eine solche Primzahl p = mn-+1 gehöre, welche nicht in D, enthalten sei. 
Ich habe aber allgemein diese Vermuthung nicht bestätigen, ja nicht ein- 
mal irgend ein wichtiges allgemeines Gesetz auffinden können, wie ein 
solches bereits von Libri im 9. Bande (p. 275) dieses Journals in der Ab- 
handlung: Sur la theorie des nombres ausgesprochen worden ist. Dort be- 
hauptet Libri, dass, wenn p eine gewisse Grenze überschritten hat, die 
Congruenz (2.) noch andere Lösungen besitzt als solehe, bei denen r oder s 
oder £ durch p theilbar ist, und verspricht, in einer späteren Arbeit den 
Beweis für die Richtigkeit der Behauptung zu bringen, hat aber meines 
Wissens nie sein Versprechen eingelöst. 

Mag aber diese Behauptung Libris auch als richtig nachgewiesen 
werden können, so würde die vorhin geäusserte Vermuthung dadurch noch 
nicht widerlegt sein. Könnte man diese bestätigen, so würden die Unter- 
suchungen in der Nummer 3 über die Gleichung (1.) ganz allgemein gelten, 
während sonst die Annahme gemacht werden muss, dass zur Primzahl » 
eine andere p = mn-+1 gehöre, welche nicht in D,, enthalten sei. 

Um den folgenden Untersuchungen einen wirklichen Halt unterzulegen 
beweise ich nachstehenden 

Satz ll: Ist p=2n+1 oder 4n+1 oder 8»+1 oder 16»-+1 eine 
Primzahl, so erfordert die Congruenz 

r"+8”+t" = 0 (mod.p), 
dass eine der Zahlen v, s, £ durch p theilbar ist. 

Dieser Satz ist bewiesen, wenn man zeigen kann, dass das Bestehen 
der Congruenz (3.) die Theilbarkeit von # oder » durch p nothwendig zur 
Folge hat. 

Ich mache zuerst folgende Bemerkung, welche allgemein für solche 
Zahlen m gilt, die durch 4 theilbar sind. Wenn man nämlich den ge- 
wünschten Nachweis führen, d. h. zeigen will, dass die Congruenzen (3.) 
und (4.) keine gemeinsamen Lösungen haben, so braucht man von den vier 
Fällen, welche sich aus (4.) ergeben, nur die beiden zu berücksichtigen 


m m m m 
_—— .— — —n 
7 n 2 « 


=. = ud „a =-»’ =zl|l 
da die beiden übrigen Fälle 


m m nm m 
—— 


2 zn En 
— 57 ee’ I Bi st et En 
sich auf den zweiten zurückführen lassen. 
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Denn nimmt man an, dass 


[IE 1 
une 98 n 


u =e" —1 (mod.p) 
ist, so sei « die Zahl, für welche 


au 1 (mod.p) 
ist. Dann folgt 


u = —L 
und durch Multiplication beider Seiten der Congruenz (3.) mit «" erhält 
man 

1+%" 0”, 


wenn man ur v setzt. Da hier 


in ’ m 
=> 98 - n — 5 
’ > 3 


ce y Guy 1 


ist, so hat man also den Fall 


zurückgeführt auf den Fall 


— ,°" Z Bu 1. 


und diesen kann man leicht auf denjenigen redueiren, in welchem 


m m 
n 


u =: #53 
ist, denn man kann die Congruenz (3.) in die Form setzen: 
1+(-e)" = (— u)”. 
Nach dieser Vorbemerkung hat man, um die Gültigkeit des Satzes II. 
darzuthun, nur noch zu beweisen, dass die Congruenz (3.) keine Lösungen 
besitzt 





l) für m=16, falls u” oe" —=] 
2) für m=8, 16, falls u "ri: 
») Mr w—4 ii 16, falls u" = —e”" |] 
4) für m=2,4, 8, 16, falls «” po” 1 


ist. 
Hat man im ersten dieser Fälle 

u" = —1 (mod.(16r+1)), 
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so folgt, wenn man (3.) auf die vierte Potenz erhebt, 

Au’ +6" +" — or, 
und daraus durch Multiplication mit u” 

(-6+1)—-4u"+4u” = (0. 
Multiplieirt man beide Seiten dieser Congruenz mit a” und addirt dazu die 
ursprüngliche, so ergiebt sich 

-6+1)-8W"+(—6+1)u” 0. 
Zieht man hiervon die Congruenz 
(-6+1)(1+2u"+u”) = (-6+1)e” 


ab, so folgt entweder 


6 = 1% 
oder 

Yu” — 50", 
also entweder 


oder 
2=b, dh °=+5. 

Diese Congruenzen sind aber unmöglich. 

Ist dagegen 

„"—=1, also w«"=+1 (mod.(162+1)), 

so zeigt sich die Unmöglichkeit, wenn man (3.) quadrirt. 

Der zweite der obigen Fälle ist am besten zu erledigen, wenn man 
(3.) auf die vierte Potenz erhebt. Dann ergiebt sich 


3+4u"+6u”+4u” — (0, 

Da aber 

u" —=]1 
ist, so kann 

"ie = +] 
sein, es folgt also entweder 
I" —(, IE-u"—r 

oder 

-3=(. 

Die Unmöglichkeit der beiden übrigen Fälle ist am leichtesten ein- 

zusehen, wenn man (3.) quadrirt. 
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Ferner gelten die folgenden Sätze, deren Richtigkeit ähnlich wie 
die der Sätze I. und II. einzusehen ist und die nachher gebraucht werden. 

Satz Ill: Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die Congruenz 

Wr +" + tl" 0 (mod.p). 

wo p eine ungerade Primzahl von der Form m» -+-1 ist, keine anderen Lösungen 
besitzt, als die, bei denen r oder s oder £ durch p theilbar ist, ist die, dass 
die orthosymmetrische Determinante 


u (n—1)m m os Ba 7 f m 

be (1) 2/ ur 

m ) ; ee er ( m \ 

D_ = 5 an 1/ m—2/ 
m\ m m 

(1) w (3) Et 


nicht durch p theilbar ist. 
Satz IV‘: Ist 22+1=p eine Primzahl, so hat die Congruenz 
nr" "1" 0 (mod.p) 
noch andere Lösungen als die, in denen r oder s oder £ durch p theilbar 
ist, für jeden Werth von n. 
Satz IV’: Ist 4&n+1=p eine Primzahl, so hat die Congruenz 
nr" +" + tl 0 (mod.p) 
für a>3 nur solche Lösungen, in denen r oder s oder £ durch p theil- 
bar ist. 
Nach diesen einleitenden Vorbereitungen wollen wir nun an die ge- 
stellte Aufgabe selber herangehen, an die Untersuchung der Gleichung (1.). 
Angenommen, es sei die Gleichung (1.) in ganzen Zahlen a, b, ce 
auflösbar, so kann ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit vorausgesetzt 
werden, dass » eine Primzahl sei und dass je zwei der Zahlen a, b, e relativ 
prim zu einander seien. Setzt man 
b+c=u oder c=u-b, 


so geht die Gleichung (1.) über in die folgende 


a"= [war 6+.-(5) ub"—"-- (7) ad = 4.0. 
44* 
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Die beiden Zahlen « und o sind entweder relativ prim zu einander 
oder sie haben den grössten gemeinschaftlichen Divisor ». Denn bezeichnet 
d den grössten gemeinsamen Theiler von # und e, so muss dieser, da o 
die Form gu+nb"" hat, auch in „»5”' und daher, da « und 5, also auch 
d und 5b theilerfremd sind, in » enthalten sein, d.h. d=1 oder =n, wie 
behauptet wurde. Ist d=n, sind also « und o durch » theilbar, so hat ® 
die Form »’w-+nb""'" und kann daher nicht mehr durch »’ theilbar sein, da 
sonst 5 den Divisor » haben müsste, während doch « und 5 theilerfremd sind. 

Man hat infolge dessen die Darstellungen 

b+c=u=o0"a, v=goa, a=04u,, 
wo o den Werth z oder 1 hat, je nachdem a durch » theilbar ist oder 
nicht, und wo ferner a, relativ prim zu a, und » ist. 

Setzt man ferner 

a—c=u, a-b=uw, 
so gelangt man in analoger Weise zu den Darstellungen 
cu =, v =0oh, bEchh, 


2 n—1 n A 


bu er, # Ti. C=T&0, 


wo o und z die Werthe 1 oder » haben, und wo ferner b, relativ prim zu 
b, und n, c, relativ prim zu c, und » sind. 
Aus den eben aufgestellten Gleichungen ergiebt sich 


[ 9a AB: Ol nv a ar aa CH 
(6.) 2b = od +on bi td, 


| de zn ea" b’+ "er. 





Für irgend 3 Zahlen A, B, C hat nun folgende Identität statt 

(A+B+0)"—(A+B—C)"—(A—B+C)"—(—A+B+O) 

n! aBsfy z 5 e 

— R 1rtu... N aiaizı A b’C11—(- 1) —-(- 1’ —-(- 2. 

Berücksichtigt man, dass, wenn e+ß+y=n sein soll, nur die beiden Fälle 

eintreten können, dass entweder alle drei Zahlen «, $, y ungerade oder 

dass eine ungerade, die beiden anderen gerade sind, so kann man für obige 

(rleichung auch schreiben 

[| (A+ B+60)" —(A+B—C)"— (A— B+0)"—(— A+B+O) 

(n—1)! AU 

n-3 (2#+1)!(24+1)!(2Zu+1)! 


=] 
ut 


— 4nABC 2 


+ i+u = 


A” RB” CO’, 
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Setzt man hierin 


Aug Berii, Caie, 
also 
2a = A+B+C, 
2b = A+B-(C, 


2ce = A—B+C, 


so folgt aus (7.) unter Hinzuziehung von (1.): 


nn 


(m -oOnb-Tc)” = 


2°. (oorT)"""natbic, 2 WEIT, WELT, vo - 
(g07) ‚016: 3 Art II@AHI)@atN! 


2 


EEE TEN 

“tr = 

Je nachdem nun eine der Zahlen a, b, e durch » theilbar ist oder 

nicht, d.h. je nachdem das Produet o.0.r gleich » oder 1 ist, hat man 
folgende Darstellungen 

















f abi" -] c\ Pr 2na, b, c, 0, 
(8°) | (n—1)! BL RUE | Er 
n BEER. € ı AANEEREERREERTER "| enE zeln— J nk 2a nanu _ ni N" 
BER... n-3 (2x +1)!(2A+1)!(2u+1)! \ uhr £ C au 
oder 
'a—-bi—-c} = 2na,b,c,9, 
(8°.) y (n—1)! nz 1,?n/. „2R Dn—?2 .n—1 ,, 
_ — Ser ed 7 u u a 
a ARNDT ! 


Diese Formeln gelten für jedes beliebige z»; nun aber wollen wir 
die Einschränkungen eintreten lassen, dass es eine Primzahl p von der 
Form 2’»‘*'+1 gebe, welche nicht in D,,, enthalten sei, und dass v relativ 
prim zu » sein möge. Ich werde zeigen, dass unter dieser Annahme noth- 
wendig eine der Zahlen a, 5b, ce durch » theilbar sein muss. 
gilt die Dar- 


> 


Denn angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann 
stellung (8°.), und die Formeln (6.) nehmen die Gestalt an 
2a = a-+bi+te, 
2b = a+bi—cı, 
2c = a—bi+c. 
Nach Satz Il. folgt nun zunächst aus der Gleichung (1.), wenn man 
die beiden Seiten derselben nach dem Modul p betrachtet, dass noth- 
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wendig eine der Zahlen a, 5, ce durch p theilbar sein muss. Je nachdem 
nun a oder b oder e die mit dieser Eigenschaft behaftete Zahl ist, hat man 
oder 

a+bi-ca =, 
oder 

e-Er = 
folglich schliesst man wieder mit Hülfe des Satzes I., dass a, oder db, oder e, 
durch p theilbar sein muss. Je nachdem aber «a, oder b, oder ce, = 0 (mod. p) 
ist, findet man aus der ersten Gleichung von (8°.) bzw. 

’+d=0 ode d—-d = oder ad—b = 9, 

und daher bzw. 


ın 


a, 


"= dc =c", =b". 

Die zweite Gleichung von 8") ist symmetrisch in Bezug auf a, b,, 6, 
folglich wird man, wenn man aus ihr allein und den soeben aufgeschriebenen 
Congruenzen etwas herleiten will, ohne Einschränkung der Allgemeinheit 


annehmen können, dass z. B. 
a, = 0 (mod.p) 


ist. Dann liefert die zweite Gleichung von (8.) 





(n—1)! _ BhrOQ+u) n—?2 n"” 1 
en 


oder 


(9.) u > ni!  _ __ 02 0 
eT a AHA! — er 





Es ist aber nach dem binomischen Lehrsatze 














OR @—l)! _ (n—1)! (n—1)! 

2 = PR e ad! u ei! (2u+1)! . u. 3 (2I)!(2u)! 
und 
Re ee (n—1)! 5 (n—1)! 
v Fe em 1 alp!ı ( De za ei 3 (2A+1)(2u-+1)! * ee (2A)! (2u)! 


Durch Subtraction der beiden letzten Gleichungen ergiebt sich 


aD)! _ _ ge 
2, AH 


i+u = 











we 
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Demnach nimmt die Congruenz (9.) die Gestalt an 


vi. an a a 
aus dieser folgt durch Erheben auf die (2’»")-te Potenz 


be" rlm-3) __ 


2 (n—1)nk I +1 
1 u W q , 


Da diese Congruenz zeigt, dass q nicht durch p theilbar sein kann, weil 
sonst auch die Zahl d,, die relativ prim zu a, ist, den Divisor p hätte, so 
ergiebt sich mit Hülfe des Fermatschen Satzes 

Vak < 

”"" =] (mod.2’n‘t'"+1). 


Nun hat man aber offenbar 


nt —1 
und durch Erheben auf die (2’n*)-te Potenz 
run nkktı) rn 1, 
folglich erhält man 
nn 


Nach dem kleinen Fermatschen Satze ist aber 


‘ Wnkt! > r 
2 =]; 
mithin müsste, da v und » als theilerfremd vorausgesetzt wurden, 
Wk PEN 
2er —=|, 


also 2 der „ten Potenz einer Zahl f!' congruent sein; das hiesse aber, die 
Congruenz (1.) hätte die Lösungen 
r=—l s=-l t=t. 
Nach den gemachten Voraussetzungen hat aber diese Congruenz keine 
anderen Lösungen als solche, bei denen r oder s oder £ durch p theilbar 
ist, folglich ist die Annahme, es sei keine der Zahlen a, 5b, e durch » theil- 
bar, falsch, und es gilt somit der 
Satz V: Gehört zu n eine Primzahl 


= 2er] &=0 1,2, ...), 
welche nicht in D,, . enthalten ist, und ist v relativ prim zu n, so muss, wenn 
die Gleichung 
a" = b"+c für n>2 
in ganzen Zahlen auflösbar sein soll, nothwendig eine der Zahlen a, b, ce durch 
n theilbar sein. 











346 


Wendt, arithmetische Studien über den „letzten“ Fermaischen Satz. 





Zusatz zu V. Ist 2n+1 oder 4n+1 oder Sn+1 oder 16n-+1 eine 
Primzahl, so kann die Gleichung a” = b"+c" für n>?2 nur dann bestehen, 
wenn a oder b oder c durch n theilbar ist. 

Allgemeiner ist aber folgender Satz, dessen Gültigkeit nach den 
obigen Untersuchungen sofort einleuchtet: 

Satz VI: Gehört zu der ungeraden Primzahl n eine ungerade Primzahl 
p= mn+1, welche weder in der Determinante 


| en eh 
Me ] (1) rn sh Fkar) 
Owen 
I ee 
noch in der Zahl n”—1 enthalten ist, so muss in der Gleichung 


a” FR b"+c" 
nothwendig eine der Zahlen a, b, ce durch n theilbar sein. 


4 


4, 


Man könnte nun auf demselben Wege die vollständige Unmöglich- 
keit der Gleichung (1.) nachzuweisen versuchen. Dann hätte man also 
zunächst zu zeigen, dass eine der Zahlen a, b,, ec, durch p theilbar sein 
muss, und, wenn dies gelungen wäre, müssten die Gleichungen (8°.) zu 
Rathe gezogen werden. Jetzt lässt aber das Verfahren im Stich, denn es 
fehlt in der zweiten Gleichung von (8°) auf der rechten Seite der Factor 
», welcher in der zweiten Gleichung von (8°.) steht. Daraus ersieht man, 
dass der Beweis auf anderem Wege geführt werden muss. Diesen Weg 
zu finden, ist mir nicht gelungen. 

Sogar schon der Nachweis, dass a, oder b, oder c, durch p theilbar 
sein müsse, scheint mit grossen Schwierigkeiten verknüpft zu sein. Es ist 
mir erst unter Zuhülfenahme neuer Annahmen geglückt, diesen Nachweis 
zu führen. Ich will einige derselben anführen. 

Macht man über » noch die Annahme, dass die Determinante D/, durch 
die Primzahl m» +1 = p nieht theilbar ist, so folgt mit Hülfe der Sätze I. 
und II. aus der Gleichung (1.) und einer der Gleichungen (6.), wenn 
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man sie nach dem Modul p betrachtet, dass eine der Zahlen a,, b,, e, durch p 
theilbar sein muss. Diese Annahme ist (laut Satz IV”.) z. B. für den Fall 
erfüllt, dass p = 4n+1 (für » >53) eine Primzahl ist. 

Ein anderer specieller Fall, in welchem sich der fragliche Nachweis 
führen lässt, ist auch der, dass 2»+1 eine Primzahl ist. Dieser Fall ist 
mit Hülfe der Gleichungen (8°.) zu erledigen. 

Auch einige Annahmen über die Zahlen a, b, ce haben es mir ermög- 
licht, den Nachweis zu führen, so z. B. die, dass a, b, e wieder »te Potenzen 
sind, dass man also eine Gleichung von der Form 


ei an y" +2" 


hat, oder auch die, dass man es mit der Gleichung 


zu thun hat. 

Ist nun in einem bestimmten Falle der Nachweis geführt, dass eine 
der Zahlen a,, d,, ec, durch p theilbar sein müsse, so ist leicht zu zeigen, 
dass dieselbe Zahl auch durch » theilbar sein müsse, und zwar muss dazu 
erst bewiesen werden, dass Q relativ prim zu 2, n, a, b,, c, ist. 

Zum Schluss will ich noch bemerken, dass ich die Unmöglichkeit 
der Gleichung (1.) einerseits dadurch einzusehen versucht habe, dass ich 
die Gleichungen (8°) nach den Potenzen des Moduls p betrachtet habe, 
andererseits dadurch, dass ich die Eigenschaften der Divisoren von (Q, 
atbi, bite), alte; geprüft habe. Da mich aber diese Untersuchungen 
noch zu keinem erheblichen Resultat geführt haben, so will ich hiermit 
die Arbeit beschliessen. 


Berlin. im November 1893. 


Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 4. 















Ueber den Grad der Eliminationsresultante 


eines Gleichungssystems. 
(Von Herrn K. Th. Vahlen.) 





. > z ‘ 
"PURE wir mit f(z ” f 
1) 2? 


rt ) eine ganze rctionale Function 
4 re Won 


der Variablen z,, z;, .... x, vom Grade u, so besteht bekanntlich der Satz: 
Die Eliminationsresultante des Gleichungssystens: 


f Mi ) (0 i=1,? m-+-1) 
= — 1, ©, o0.., ı 
nt mE u 5 


ist eine in den Coeffieienten der Function f; ganze rationale Function vom 
Grade 1, 43...4; ll, Nehmen wir an, dass die Coefficienten der 
Funetionen f; ganze rationale Funetionen von einer Anzahl Variablen y,, y» --- 
sind und dass f; dieselben in dem Grade v, enthält, so können wir den 
obigen Satz, nach Einführung einer leicht verständlichen Bezeichnung, wie 
folgt aussprechen: 

Durch Elimination der Variablen x aus den Gleichungen: 


v: 
fi Mi & r — () (6-1, 2,..., m+l) 
'\T, T,, 0, Im: Yı, Yo --- ’ 


erhält man eine ganze rationale Function der Variablen y vom Grade 


> i—1,: 
„u, U... U; _ıY, U; 11° Unrı (=1,2,..., m+1l) 
W 


Sind im besondern die Variablen y die Coefficienten einer der Func- 
tionen, f;, selbst, so istv,=1, „=0 (k>i), man kommt also auf den 
friiheren Satz zurück. 

Die Einführung der Variablen y bietet den Vortheil, dass man jetzt 
die aus nicht nur m+1, sondern aus m-+» Gleichungen durch Elimination 
von m Variablen erhaltene Resultante betrachten kann. Diese Resultante 
wird nicht durch eine, sondern durch ein System von Gleichungen definirt; 
sie ist also nicht mehr ein Gebilde erster, sondern höherer, »ter, Stufe. 
Die wichtigste Frage ist jetzt: 
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Von welchem Grade ist die Eliminationsresultante des Systems: 


Mi v, Mi | 
f(z,, T,. .,5 Das Y;» Y;; a Bi VÖ, U l, £ +n) 


in den Variablen y: d.h. wenn man zu den Gleichungen f;= 0 so viele 
in den y lineare, die z nicht enthaltende Gleichungen hinzufügt, dass sieh 


daraus Y,4, Yu+2 -.. als lineare Funetionen von Y,, Y%% -.., 9. berechnen 
lassen, wieviel Werthsysteme für (z,,%3...., 2, 41, 9a...) erhält man als- 
dann? Ersetzt man in den ; = 0 die Variablen %,.1. Y.+. -.. durch lineare 
Funetionen der Y,, Y» ---, 9; 80 handelt es sich darum, die Anzahl der 


Werthsysteme zu finden, die dem System genügen: 
v 


f( I, i } ie ©: i=12 .n) 
et 7 TREE "ig 7 ee" 


eine Frage, die durch den Satz beantwortet wird: 
Die Anzahl der Werthsysteme, die den Gleichungen: 


le, 2,..., zu; ee 
2,5 Ir + +5 Em) Yır Yar -- +5 Un) 


genügen, ist gleich Zu, u,...U,Y ar Yo min, Wo die Summe über alle aus 
m Zahlen u und n Zahlen v mit lauter verschiedenen Indices zu bildenden 
Producte zu erstrecken ist. 

Für »=1 bekommen wir aus diesem den früheren Satz: wir setzen 
jedoch im Folgenden die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes nur für 
den Fall a=0 voraus. Wir brauchen dann nur zu zeigen, dass aus der 
Gültigkeit des Satzes für (m, an—1) und für (m—1,n) die Gültigkeit des- 
selben für (m, ») sich ergiebt. 

Wir betrachten die durch die m+n—1 Gleichungen: 

f(z KR ein Em; Y m u) 0 BED EN 
19 “Wa n ı» 9a Un 
in der (m+n)-fachen Mannigfaltigkeit der Variablen z und y definirte ein- 
fache Mannigfaltigkeit oder Linie Z. 

Geben wir der Variablen x, einen festen Werth, so finden wir aus 

jenen m+n—1 Gleichungen, der Voraussetzung gemäss, 


> y 7 Re RL AMMERSEE 15 5 
Werthsysteme für die übrigen Variablen, also z. B. » Werthe für y, oder 
für x,. Geben wir der Variablen y, einen festen Werth, so finden wir ebenso 


ZU, Ur... UV Mi ui 


m’ m+-1'*'*" m+n- 


45* 
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Werthe z. B. für y, oder für &,., Durch Elimination von m+n—2 Variablen 
erhalten wir also Gleichungen der Art: 


u en, =, 2 u =(, Wir =) = (), 


in denen der Einfachheit halber die Funetionszeichen fortgelassen sind. 
\ Hain wie 2 u RT us . 1? « nn 
In den Gleichungen En )= 9 (u nd =(0 mögen die Glieder höchsteı 


Dimension wirklich alle vorkommen, was dureh lineare Transformationen 
im allgemeinen stets zu bewirken ist. Würden in einer oder mehreren der 


Gleichungen ( Kg 2) 0 Ge) 0), g a) =(0 alle Glieder höchster 


En> 
Dimension in den’ x oder in den y fehlen, so würde die Linie Z zum Theil 
im Unendlichen liegen, was ausgeschlossen werden möge. 
Versehwindet für x,=$, der Coeffieient von 9; in der Gleichung 
yu v 
(zu; Y 


RR u 
Linie Eu 


=0, so ist @2,=$,„ die Gleichung einer Asymptote der ebenen 


m 


v R . .. 
EN 0. Diese Linie hat « solcher Asymptoten, und » Asymptoten 


mit Gleichungen der Form y„=n, Jeder dieser Asymptoten entspricht 
eine Asymptote von L. Um z.B. die zu x2,=S$, gehörige Asymptote zu 


It 


finden, bestimmen wir x, aus den beiden Gleichungen: 


v u v 
0, f \ —(). 
(a In zen di \Tı5 Yn)y=x v 
Aus ihnen ergiebt sich «, eindeutig und endlich, x,=$,. Ferner ergiebt sich 
v u u . . . 
m ‘ > — () ’ = ) g «| » ır Tr 
y. aus („,; ER ), ( a2 0 als rationale Function von y,, 
ayi+byi'+-- u a er 
= ——-—— . Da aber aus ( “ )=0 folgt, dass für unend- 
€ ey“ + er Yı> Yn J Un 
liche Werthe von y, endlich bleibt, so ist 4=4-+J1, also für wachsende 
2 j a b a i 
Werthe von y, ist y, = Yu+ = 4,.4„+b;. Die Gleichungen der Asymptote 


sind daher: 

=, min ui Yı = Yard, Ya = Ayo +ba; .. 5, Ya-ı = 1 Ya+b,ı. 
Setzen wir diese Werthe in f,.„=0 ein, so erhalten wir v,,, Werthe für 
Y,„, So dass von den &,„,„+”,.,. Sehnittpunkten der Asymptote mit f,.. = 0 
nur v,., im Endlichen liegen. Die übrigen «,„,, im Unendlichen gelegenen 
Schnittpunkte sind aber zugleich Schnittpunkte von Z mit f„,„.=0. Den 
« Asymptoten 2, =$, Y = ay,+b, (h=1l,..,m;k=]1,...,n) entsprechen 


[3 
m+n 
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daher wu,,„ unendlich ferne Schnittpunkte von Z mit f„,. = 0; ebenso ent- 
sprechen den » Asymptoten z, = a,2,+b,,, =n,(h=1,...,m; k=1,...,n), 
im ganzen vv,,„ unendlich ferne Schnittpunkte. Da die Linie Z keine 
anderen unendlich fernen Punkte hat, als die auf ihren Asymptoten gelegenen, 
so ist wu,,„+”r,;. die Anzahl aller unendlich fernen Schnittpunkte von Z 
mit fn4„=0. Von den sämmtlichen (u+rv)(u,,„+r,..) Sehnittpunkten, 
welche die Linie Z von der Ordnung «+» mit der Mannigfaltigkeit f,., = 0 
von der Ordnung u,;.+?r,;„ gemein hat, liegen daher nur 


UVYaynt Yu = Ele. ir 


m+n m m+tn 


im Endlichen, was zu beweisen war. 

Für die offenbar grosse Anwendbarkeit dieses Satzes, der sieh übrigens 
leicht von zwei auf drei oder mehr Reihen von Variablen ausdehnen lässt, 
wollen wir hier nur ein Beispiel beibringen. 

Durch die Gleichungen: 


U; v; 
fi( ’ . ) = () (ı aa 
T,, T,, "een In: Y.; Y,. .. 0.4 YUn 


wird eine algebraische Correspondenz zwischen der Mannigfaltigkeit der 
Variablen x und der Mannigfaltigkeit der Variablen y festgesetzt. Für 
diese Correspondenz sind die Zahlen «,, v; nicht charakteristisch, da sie 


19 
sich ändern, wenn das Gleichungssystem f;, = 0 durch ein ihm äquivalentes 
ersetzt wird. 

Charakteristisch für die Correspondenz sind dagegen die Gradzahlen 
derjenigen Gebilde der y-Mannigfaltigkeit, welche den ebenen Gebilden der 
x-Mannigfaltigkeit entsprechen. Eine ebene m-fache Mannigfaltigkeit der 
Variablen x erhalten wir, wenn wir die Variablen z durch m» von ihnen 
linear ausdrücken. Unser Satz liefert dann unmittelbar den Grad g, der 
entsprechenden m-fachen Mamnigfaltigkeit der Variablen y, nämlich: 


on. ‚ f ; 
Im — — U, Us... U Von+1 mt?) 


m n® 


Umgekehrt entspricht einer ebenen m-fachen Mannigfaltigkeit der Variablen y 
eine m-fache Mamnigfaltigkeit der Variablen x vom Grade: 
EU Var Valle le EB 
Die Anzahl der Punkte (x), welche mit ihrem correspondirenden Punkte (y) 
zusammenfallen, oder auch, welche in vorgeschriebener Weise linear von 
ihm abhängen, ist: 
(tr )(a+r.)...(u,+tr,) = otM+n+ +9; 
also gleich der Summe der charakteristischen Zahlen. 
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Dieses Correspondenzprineip ist für den Fall a=1 von Chasles, 
für die Fälle »=2, 3 von Zeuthen, für beliebige » von Caporali durch 
geometrische Betrachtungen bewiesen worden. 

Unser Satz, mit dem die algebraische Grundlage dieses Princips ge- 
wonnen ist, liefert aber nicht nur dieses, sondern ebenso leicht ein all- 
gemeineres, nämlich: 

Hat man zwei Correspondenzen zwischen den Punkten der x-Mannig- 
faltigkeit und denen der y-Mannigfaltigkeit, so giebt es guh,+ ıl._MY + +g.hu 
Paare correspondirender Punkte, die nach beiden Correspondenzen einander 
entsprechen; dabei sind gu, Js -++; 9 die charakteristischen Zahlen der 
einen, hu, Rh, ».., h, die der anderen Correspondenz. 

Dieser allgemeine Satz ergiebt sich auch aus dem besonderen, wenn 
man die Correspondenz zweier Punkte der xz-Mannigfaltigkeit betrachtet, 
von denen der eine nach der einen, der andere nach der anderen Üorre- 
spondenz demselben Punkte der y-Mannigfaltigkeit entspricht. Diese Corre- 
spondenz besitzt offenbar die charakteristischen Zahlen: g,h,, Qıl._ı3 +: -: Qul. 
woraus also der obige Satz folgt. 


Berlin. im Juni 1893. 








Preisaufgabe der Fürstlich Jablonowskischen 
Gesellschaft zu Leipzig für das Jahr 1897. 


Die von Monge, Ampere und Darbouxz herrührenden Integrationsmethoden der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung finden bekanntlich nur 
für solche Gleichungen Anwendung, die mit anderen Gleichungen Lösungen gemein haben, 
welche nicht nur von arbiträren Constanten abhängen. Es geht andererseits aus Lies 
Untersuchungen über unendliche Gruppen hervor, dass Gleichungen, die eine unendliche 
Gruppe von Berührungstransformationen gestatten, im Allgemeinen zu anderen Gleichun- 
ven In der soeben besprochenen Beziehung (Involutionsbeziehung) stehen *). Die Ge- 
sellschaft wünscht 


dass die aus dieser Bemerkung fliessenden Intererationsmethoden 
entwickelt und an möselichst instrucetiven und vollständie dureh- 
seführten Beispielen illustrirt werden. 


Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft 
im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen Sprache gestattet, in 
deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu verfassen, müssen deutlich 
geschrieben und paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem ver- 
sieeelten Umschlage beeleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit 
trägt, inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungsschrift 
muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die Arbeit für 
den Fall, dass sie nicht preiswürdig befunden wird, zurückzusenden ist. Die Zeit der 
Einsendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres. und die Zu- 
sendung ist an den Sekretär der Gesellschaft (für das Jahr 1594 Professor Dr. H. Lipsius, 
Weststrasse Nr. 89) zu richten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen Schriften 
werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April des folgenden Jahres bekannt 
oemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 
*) Vgl. Darbouxr, Journal de l’ecole normale 1870. — Li: 
Wissensch., 1891—94. 
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